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XVII. BAND FUNFTES HEFT 1949 


Berechnung von Kolbentemperaturen* 


Von-Ke Steinbueh. 


\ 


1. Einleitung. Den bisher ersten bekanntgewordenen Versuch, die’ Temperaturen an Kolben 
von Warmekraftmaschinen vorauszuberechnen, machte Emele!. Bei dieser Arbeit erscheint das 
-Verhaltnis von mathematischem Aufwand zu sinnvoller Rechengenauigkeit etwas ungiinstig. 

Im folgenden wird — nach einer Sichtung der KinfluBgréBen — der Versuch unternommen, 
dem Praktiker ein Schema zur Berechnung von’ Kolbentemperaturen zu schaffen, das mathe- 
vmatisch so weit vereinfacht wurde, als die dem Problem angemessene Genauigkeit erlaubt. 
Unter der Annahme, daB die vom Kolben aufgenommene Warme durch die Ringzone zum 
‘Zylinder, durch den Schaft zum Zylinder und durch den Kolbenboden zur Gehauseluft abflie8t, 
(an zur Berechnung aufer den eigentlichen Kolbendaten folgende »»EinfluBgroBen* erforderlich : 
der Warmeeinfall q [Keal/m2h] (siehe Abschnitt 3), 

die Warmetbergangszahl am [Keal/m*h grad] der Ringzone (siehe Abschnitt 5), 
_ die Warmetibergangszahl asw vom Schaft zur Zylinderwand (siehe Abschnitt—5), 
i die ‘Warmeibergangszahl &Bg Vom Kolbenboden zur Gehauseluft (siehe Abschnitt 5), 
‘, die »,Nulltemperatur® ‘ 9*(0) [grad], Definition in Abschnitt 11, 
% die Temperatur Oz leragl der Gehauseluft (siehe Abschnitt 6). 


niall 


2. Das vereinfachte Pes eap sell. Der Kolben sei i rotationssymmetrisch und wird bei der — 
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Versuche, q theoretisch vorauszuberechnen, schlugen fehl. Unter der Annahme, da die |) 
Warme durch Leitung (im engeren Sinn) auf den Kolben tberginge, erhalt man rechnerisch |} 
Werte fiir q, die um mehr als eine Zehnerpotenz zu klein sind. ; 

Ebenso erhalt man unter der Annahme, daB die Warme durch Strahlung tiberginge, Werte i} 
von q, die ebenfalls um eine Zehnerpotenz zu klein sind. . 

Die Differenz zwischen diesen Werten und den tatsachlichen kann nur durch starke Gas- 
bewegung wahrend des Warmeaustausches erklart werden. Wie Eichelberg* feststellt, sind die 
wirklichen Strémungsverhdltnisse im: Zylinder zahlenmaBig nicht bekannt. Somit fehlen alle |} 
Voraussetzungen zur Berechnung von q. Dieses muBte deshalb aus dem radialen Temperatur- 
abfall im Kolbenboden ermittelt werden. Die hierzu benotigter Formeln werden im Abschnitt 7 
hergeleitet. Nachtraglich wurde festgestellt, das Gibson? bereits eine dieser Formeln angewandt 
hatte. Zur Auswertung eignen sich Kolben einfacher Bauform, bei denen die Ableitung durch | 
die Gehauseluft entweder bekannt ist, oder vernachlassigt werden kann. Es miissen hierzu die | 
Temperaturen im Kolbenboden an zwei Stellen mit verschiedenem Abstand vom Mittelpunkt | 
bekannt sein, die nicht za nah am Schaftansatz liegen. Die eine MeBstelle ist zweckmaBiger- | 
weise die Bodenmitte. Einige Ergebnisse solcher Auswertungen sind in Tafel | dargestellt. | 


Tafel 1. 
Quelle der Messung, Art des Kolbens und Motors ; | | 
Luftgekihlter Motor, 1,47 Liter Hubraurn, Verdichtungsverhaltnis 5,5:1, inn. Leistung 79000 

35 PS, mittlere Brennraumtemperatur 650° C [FuBnote 3 (Brecht, Seite 39)] : 
Derselbe Motor, VWerdichvandevenbaledis 8:1, 660° C, 39,5 PS Rae : | 155000 
Motor 120, Luftkihlung 1,47 Liter, Verdichtungsverhaltnis 5,5:1, effektive Leistung bee 

25,8 PS [Fufnote 3 (Brecht, Seite 75)] seu 
Derselbe Motor mit Wasco kiblane. effektive Bevin 27,3 Ps Ec : ; - 130000 
Schnellaufende Macching: luftgekiihlter AL-Zylinder, 100 mm Durchmesser, 140 mm Hub, - 

17,85 PS [FuBnote 2 (Gibson, Seite 3)] ; ee 
Derselbe mit vergréBertem Kolbenspiel, 17,90 PS | Erin eal goa ob 
Darselbe Kolben aus andevecthcihtice ele apie saeenarte 260000 
Derselhe,Graugu@kolen 17-65-2eee | 108000 


Ss ee eee 
Tafel | findet eine Erweiterung in Tafel 2, die gleichartige Ergebnisse von Baker* darstellt. 


‘ 


Tafel 2. 
Quelle der Messung, Art des Kolbens and Metors ae 
: m2h 
Gibson, 100 x 140 mm, 1800 U/min oe ere . 206000) 
gewolbter Boden 200000 
Jardine and Jehle, 127x178 mm, 800 Ufmnin | BAO aaa s em — 149000 ‘ 
Se FF 9,5 mm Boden 5 146000 
Baker, 305X457 mm, Diesel, 260 U/min, AL-,,Mushroom‘‘-Kolben Tare . ey 
Baker, 305x457 mm, Diesel, 260 U/min, ,.Jam-Pot‘‘-Graugu8kolben € j 216000 
] \ ’ 
Gibson, 100 x140 mm, 180 U/min, GrauguBkolben ° ; ea 5780 


AUG. Eichelberg, Zeitlicher Verlauf der Warmeiiberti im Di arbei f dead 
Cat rtragung im Dieselmotor. Forschungsarbeiten auf dem 
2 A. H. Gibson, Engineering Nr. 3135 vom 29.1. 1926 und Nr. 3136 vom .5. 2. 1926. 
% Brecht, Walter, Kolbentemperaturen in Otto-Motoren. Miinchen und Berlin 1940; | 


aah: Wright Baker, Piston-Temperatures on a high-speed Air-cooled Petrol- 
Auszug nicht ersichtlich.) 


Engine. (Literaturangabe im | 
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HS Den auBerordentlich niederen Wert von q bei dem letzten GrauguBkolben fihrt Baker auf 
die Nichtberiicksichtigung der Ableitung durch die Gehauseluft und Olspritzer zuriick. Doch 
braucht man sich dieser Auffassung nicht unbedingt anzuschlieBen, wahrscheinlich nehmen 
GrauguBkolben infolge ihrer hohen Betriebstemperatur tatsachlich weniger Warme auf. 


Zusammenfassend ist zu sagen, daf} der Warmeeinfall q bei normalen Verbrennungsmotorer : 
im. Bereich von 60000 bis 250000 Keal/m2h liegt. Hohe Werte treten auf bei schnellaufenden _ i 
Motoren, Dieselmotoren, hohem Verdichtungsverhaltnis, hoher Warmeleitfahigkeit des Kolbens, 


eae Niedere Werte scheinen Motoren mit GrauguBkolben und solche mit Luftkithlung 
zu haben. 


Wahrscheinlich 1aBt sich durch systematische Messungen ein relativ einfacher Zusammenhang 
zwischen q und der indizierten Leistung je Einheit der Kolbenflache finden, wenn man der Eigen- 
art des betrachteten Motors durch Korrekturfaktoren Rechnung tragt. 


4. Die Warmeleitzahl 2 [Keal/mh grad] der Kolbenlegierungen. Uber diese liegen viele 
Messungen vor. Fir die im Kolbenbau wichtigsten Materialien sind die Werte in Tafel 3. zu- me 
_sammengestellt. 


Tafel 3. eee 
Keal * 
Kolbenbaustoff A La) : 
ATRSV IGE NEN } 115 (gepreBt 122) 
AL. Si teCuni sey 101 
AL-Cu4NiMg ..... Z 122 (gepreBt 133) 
eC UNL ON what oti. ok eo 122 
i GransuB) sso. 58 apna me ns 43 
STV hs ee Vee ea a 191 ye 
“SLES OR Slee aie ani Raat 3 50 bis 62 : 
: Mi orailet safe e Sa eres ) 22 bis 43 
_ Magnesiumlegierungen .. . | 54bis 108 | 


Die Temperaturabhangigkeit der Warmeleitzahl untersuchten Bollenrath und Bungardt! und 
fanden an finf verschiedenen Al-Legierungen im Intervall von 50 bis 350° C eine Zunahme der 
Warmeleitzahl um 3 bis 6% fiir 100° C Temperatursteigerung. 


5. Die Warmeiibergangszahlen « [Keal/m?h grad]. Uber diese liegen nur sehr mangelhafte 
Unterlagen vor. Es sind die Warmeibergangszahlen an drei verschiedenen Stellen von Bedeu- 
tung: j 

fs oe oa vom Kolbenboden zur Gehauseluft, | 
asw: vom Schaft zur Zylinderwand, 
- axrw: von der Ringzone ttber die Kolbenringe zur Zylinderwand. 
Uber ap, macht Salzmann? folgende Angaben: Nach Eichelberg und eigenen Versuchen bei — 
- einer Gehauselufttemperatur von 50° C «p,~54 Keal/m*hgrad. Er halt die Angaben von Emele 
| mit opg=180 Keal/m2h grad fiir sehr hoch. Dieser Unterschied braucht natirlich kein Wider- 
spruch zu sein, verschiedene Motoren konnen naturgemaS wesentlich verschiedene Werte von 
Bg haben.) | Jae RSS Tah CAG ; 
Wenn auch beziiglich der Warmeittbergangszahl «sw (Schaft/Zylinderwand) nur wenige Mes- 
 sungen vorliegen (z. B. von Salzmann?), so ist dies deshalb nicht schlimm, weil sich «sw aus dem 
Warmewiderstand des Olfilms zwischen Schaft und Zylinderwand berechnen labt: 


* ” = ; < asyv = = ° (1) Ve 
“ { SW ; 


_ Dabei ist dsw das Kolbenspiel (in m) und Aj =0,12 Keal/mhgrad. Beziiglich der Warmetber- 
 gangszahl axrw (Ringzone/Ring/Zylinderwand) ist man auf die einzige vorliegende Messung 
von Salzmann? angewiesen. Er hat an einem grofen Versuchsdieselmotor (280 mm Durch- 
messer, 420 mm Hub) im Betrieb mittels Thermoelementen den Temperaturverlauf innerhalb 
der Kolbenringe gemessen. Er findet, da®B der Warmewiderstand zwischen Kolbenring und Zy- 


: Ra ry - ie Q ears f ity ae ve ! / q 
1 Bollenrath und Bungardt, Metallwirtschaft (1936). _ Pe ar 
2 F, Salzmann, Ing.-Wes. 4 (1933), 5. 193. . : 
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linder sehr klein ist (entsprechend einer Olfilmdicke von 5). Den groSten Anteil zu «xrw liefert 
der Zugangswiderstand von der Ringzone zum Kolbenring. Als mittleren Wert gibt er an 


axrw =3000 Keal/m*h grad. 


“ . In Abschnitt 2 wurde vereinbart, fir die Ringzone eine mittlere Warmetbergangszahl om 
hc in Rechnung zu setzen. Wird mit Fg die an der Zylinderwand streifende Oberflache der Ringe 
bezeichnet, mit F’x die entsprechende der dazwischenliegenden Kolbenteile, dann wird 
axrw Fr+osw Px (2) 
Fr+FK 
6. Die Randtemperaturen @ [°C]. Unter den Randtemperaturen werden die Temperaturen 
der Medien in der Umgebung des Kolbens verstanden. 
Die Gehauselufttemperatur durfte i. A. 9,=50 bis 100 [° C] betragen. Eine Fehlschatzung 
tritt zahlenmaBig nur wenig in fies cheswiae Fir die Temperaturen der P Madar nich sone 
- wurden folgende Mittelwerte empfohlen: 


fs : e oss 
ene ps hm 


| Luftkiiblung | Wasserkiihlung 


Zylinderoberteil | 190 bis 240°C | 160 bis 200° C 
Zylinderunterteil _ 150 bis 180° C | 100 bis 130° C 


ly 


Die im folgenden benutzte ,,effektive‘‘ Zylindertemperatur mu® aus diesen Werten durch 


andere und wird zweckmaBigerweise als der zeitliche Mittelwert der Zylindertemperatur definiert, : 
welcher dem betreffenden Kolbenumfang gegeniibersteht. Diese ,,effektive'‘ Zylindertemperatur | 
: ist jedoch mehr als eine reine RechengréBe: Wird ein kleiner Bereich des Kolbenschaftes ther- 
-. misch von seiner Umgebung isoliert, wahrend er jedoch mit der Zylinderwand in Berihrung 
bleibt, dann nimmt er im Betrieb die fiir seinen Ort zustandige ,,effektive’’ Zylindertemperatur 
an. Sehr wertvoll sind in diesem Zusammenhang die Temperaturmessungen an den Schaften 
von Kolben, die durch Querschlitze thermisch vom Kolbenoberteil abgetrennt sind und so mit 
einiger Naherung die effektiven Zylindertemperaturen annehmen. 


7. Die verschiedenen Bodenformen. Durch eine einfache Uberlegung 1a4Bt sich zeigen, daB 
_ das Temperaturfeld im Kolben sich bei pulsierendem Warmeeinfall genau so einstellt, wie wenn 
an der Oberflache eine konstante Temperatur herrschen wide, die gleich dem zeitlichen Mittel- 
wert der veranderlichen Temperatur ist. Die Pulsationen der Temperatur klingen in héchstens 
0,5 em Tiefe auf 1/,,, ihres urspriinglichen Wertes! ab. = 
Zur Berechnung der Temperaturen im Kolbenboden wird — vorlaufig — der WarmeabfluB 
durch die Gehauseluft vernachlassigt und die Annahme gemacht, da der Warmestrom den Boden 
gleichmabig erfiille. Fir den Warmeeinfall q ergibt sich (Abb. 2) beim Halbmesser r der Warme- 
Ye strom 
: 


sil tl Z@rrdr 


= faze dia rre a (3) : 


; Andererseits ist, wenn mit y(r) ‘ha Boden 

starke in Abhangigkeit' von r bezeichnet wird, 
é Se 

QO) = 42 er ye ASE 


_Daraus folgt. 


ra rdr A 
| Ripeys Mtn : (r) = a #y (4) 
Abb. 2. Zur piles des Warmeflusses im Kolbenboden. f ah © , 


e 


ausgewertet. 


a) Beim ebenen Boden = konst. = = Vig) eae sich EY ou a. 
en ae Ne a Ot) = du + Gh). : Sei aege 6) | 


© Berechnet nach Formeln aus: H. Gréber, espttcieatatwat and Wikitestocesun , 
i di h er- 
‘warmten Korpern. Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ing. -Wesens, Heft 300. a a cara 


‘ 
ee i 


Mittelwertsbildung gewonnen werden. Sie ist natirlich fir jeden Umfang des Schaftes eine || 


Diese Bézichune gilt fiir alle Bodenformen. Sie wird im folgenden as Pate spezielle Formen | } 
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Dabei wurde #(r,) =9 
= esetzt. s ic im Ei it d iti 
See ae oe ie ot steht a nicht ganz im Einklang mit der Definition 
: eine mechtlertigung darin, daB die ganze Recl i 

ee : ; a g vat! g echnung streng nur fiir 
a ‘gs Saas Kolben gilt (wo dieser Gegensatz nicht mehr besteht), aber bei den im Kolbenbau 

ne ae enauigkeitsanspriichen auch fiir dickere Kolben angenommen werden kann. 
er Warmeeinfall q ergibt sich, wenn die Temperaturen an zwei Pun 
denen Halbmessern r, und rg gemessen wurden, zu 


~] 


kten mit den yerschie- 


_ (Bra) — 879)) 42.0 
Pee (Sa) 


b) Beim kegeligen Boden (Abb. 3) ergibt sich mit y =y,+r tg y aus (4) 


Ms q ; t 
Pia) = or Sen ctg? @ it P(r, —r) —y_ In “ore? | (6) 
und * a 
(Pra) — Hrp)) 21g" (6 

tgp (a—rA) — yy In 20L PEP 
Yotla tg p 

! 

Abb. 3. Der kegelige Boden. : Abb. 4. Der paraboloide Boden. 


c) Wenn beim paraboloiden Boden (Abb. 4) der Querschnitt durch die Parabel y =y)+mr? 
begrenzt wird, dann ergibt sich aus (4) 


O(r) =0n-4 Ae In ee ; (7) 


(Ora) — B(rp)) 4m A 
In Zone 
3 (Yom re” 
Ist die Innenflache Teil einer Kugelflache vom Halbmesser R, dann ist angenahert m~1/2 R. 


(7a) 


8. Warmeflu8 vom Boden an die Gehduseluft. Bei der folgenden Rechnung wird der Warme- 
widerstand des Kolbenbodens in axialer Richtung gegen den Warmewiderstand. des Ubergangs 
‘vom Kolbenboden zur Gehauseluft vernachlassigt. Da®B dies unter den praktisch vorliegenden 
‘Verhaltnissen kaum einen Fehler darstellt, zeigt folgende Uberlegung: Nach: Abschnitt 5 ist 
‘apg héchstens 180 Keal/m?hgrad. Mit A=126 Keal/mhgrad hatte dann erst ein Boden von 
0,70 m Starke denselben Warmewiderstand wié der Ubergang zur Gehauseluft. 

Die bei Beriicksichtigung des Warmeabflusses yom Boden an die Gehauseluft entstehenden 
Temperaturen werden durch ein Iterationsverfahren berechnet. Als erste Naherungen fiir die 
Bodentemperaturen werden die in Abschnitt 7 berechneten angenommen. Mit diesen wird die 
Ableitung berechnet und aus dem noch verbleibenden Warmestrom die Temperaturen bestimmt. — 
Dieser einmalige Iterationsschnitt ist bei dem vorliegenden Problem vollkommen ausreichend. — 
Ist 0)(r) die gema® Abschnitt 8 berechnete urspriingliche Bodentemperatur und @, die Gehause- 
lufttemperatur, dann ist der beim Halbmesser r noch verbleibende Warmestrom 


Ri) ear [ (Bole) — Os) 159 2 ar dr. ) 
J 


Q(r) = —A2ary() Se 


; ea ence ga orm (8) 
ang ) 


~ : 


| 


ie * 
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Daraus ergibt sich z. B. fiir den ebenen Boden zufolge Gleichung (5) mit y=y) nach Um- 
formung : 

q(3r ‘—4y,? r+ r4) 

écys en + ine oe le ~ 18) (On — 0,) + 18% ae le (9) 


Entsprechend wird beim kegeligen Boden fiir den Sonderfall y =r tg p 


, 2 2_3 2 
O(r) = O11 + se ctgp (ta — 1) — FE | (ran) ct. p (Ou — O) +etg*p PEE (10) 
Q(z) 9. Der einfache Schaft. Der 


Schaft habe die konstante Schaft- 
starke p, die Warmeleitzahl J und 

Alie Warmeiibergangszahl q zum 
dg Zylinder mit der effektiven ~ 
Zylindertemperatur @,. GemaB 


Abb. 5 gilt 
Q(x) = Q(x + dx) +dQ. 


‘ \ 
Q(x+ax) Dabei ist 
Abb. 5. Warmeabfluf8 aus dem Schaft in die Zylinderwand. | dQ S53) mr dx (O (2) ) x 
= —@Q, 3 


Daraus erhalt man mit 
d#} 
Q(x) = —2nrpa Se 


und 


Q(x +dx)=—2arph Ee oo = dx 
die Diferentialgleichang der Schafttemperatur: 


«(3 —@,) = ~ (11) 
- Wenn 0, konstant ist und (#—O,) =v gesetzt wird, erhalt man die Gleichung 
; ‘ ae dy 7 e 
| a” = davies L ‘ (11a) 
deren Lésung mit : rah 
— m 5 
pares Ica (12) 
die Form hat ie 
vw = Kye Pint Kg ene * ° v (13) 


‘ 
Dabei sind K, und K, die Integrationskonstanten, zu aie: See folgende_ Bedingungen 
- dienen: 


Am Endpunkt i Schaftes, ‘bei pal, muf a9 /dx= 0 sein. Daraus folgt 


- ae 


2. K, =K, eh, Ly 
~ Am Schaftanfang bei x =0 soll v den Sh eee Wert vo eR ies somit ist 
s - Be Vo ; z r sags \ 2/1) a 
‘ : Ky Tte-2ch, ’ Ky = [aces 2iely ” 
Setzt man diese Werte i in (13) ein, so ergibt idk der in den mebefiantan: hineingeflossene vee. | | 


_ strom zu < 
me Q(0)=—2arpi ae = ~2arpier|— 5 1 <u \ : 
2] Saag nite paar |e. BS 


: eae man a v9/Q(0 ) als Warmewiderstand R bezeichnet, dann ergibt sich oe diesen der Aus- 
ruc 


2=0 


Iya ies oa S Gineuree 


R= eas 14) 
QarVapa~ (14) 


V Ae) 


{ 
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10. Der zweiteilige Schaft. Im Hinblick auf die wirklichen Verhaltnisse setze sich der Schaft 
nunmehr aus zwei,Sticken (Ringzone und eigentlichem Kolbenschaft) zusammen (Abb. 6), die 
durch die GréBen p,, py, %1, %, Cy, Cg, 1,, 1, charakterisiert seien, Entsprechend (13) gilt in den 
beiden Stiicken 


vy = Ky, e7 1* + Ky et %*, (15) 


Vip= Kyy.e 2% + Ka, et. (16) 


Zur Bestimmung der vier Integrationskonstanten K,,, K,,. K,, und K,, dienen folgende Be- 
dingungen: gh: i 


a) vr (0) = vy sei gegeben: 


V, 
(= Ky + Ky; / - 
b) fir x=1, muBv,;=v7, sein (Stetig- : 
keit der Temperatur): — eZ 
4 ~ L=0 - Lal; Sr-1,+1, 


Kyje"15-+4 Kyetah 


Meee = I ¥ 
= K,,e~c24 + Ki, ec? 32; 


Abb. 6. Der zweiteilige Schaft. 


ce) fiir x =1, mu8B der aus v; und der aus v7, berechnete Warmestrom gleich sein (Stetigkeit des “s 
Warmestromes) : : ea 
. Py (— Ky e714 4 Kye) = pyeg(—Kyge 21 + Ky. e%2"); - vit 
| | ee Rta 
d) far x =(l,+1,) muB der Warmestrom zu Null werden: x 
dvyz : =P ; , : : 
ae ( ax ee Saw Po 2 (Ky, € a(it+le) + Koo e a(itle)) = 0, 
Nach einiger Eliminationsarbeit erhalt man if 
Ka 4 Qo ay : 17 
oe - 4nr Vp ay e) 
oes oo Qo : oto, 18 
’ iT 2 Anr Vp Ae Oa 
: Qo 
vo Gin (e, 14) — = Gof (eq, 1 - 
pt ee thes), * (19) 
2 py Cy. Sint (cy 1p) : : 
: : Qo i 
; Sin (ce, 1,) — =—2 Gof (a! 
Ky, = — ea die OE el ea Cinta), (20) 


2 pg Co Sin (cq 12) ‘J 


a | d 
Dabei wurde der einflieBende Warmestrom Q,=— 2 arp,A (42) by 
Mit diesen Ausdriicken erhalt man fir den Warmewiderstand des zweiteiligen Schaftes [ent- 
sprechend (14)] . < 2 ~ 
eS A Re EN Sere i, ae 
ee cat Jae acs 

ee ane Se eC 

Bees a [op: Tg (exh) 
Baia: 2) AV : 1 2 
| Maes Vea ps T Vosp, Seth) | 
Als Rechenprobe kann die Tatsache dienen, dali _ 
dieser Ausdruck sowohl fir 1,=0 als auch fiir 
pdo=0 in (14) ibergeht. 


zur Abktrzung eingesetzt. 


v 7 


Temperorur 


(21) 


“U1. Veriinderliche ,,effektive‘‘ Zylindertempe- 
-raturen. Wahrend bisher angenommen wurde, 
daB sich die Zylinderwandung auf einer kon- 
: stanten Temperatur befande, wird nunmehr der 
EinfluB einer von Ort zu Ort verschiedenen 
yeffektiven Zylindertemperatur in Rechnung 
_gesetzt (Abb. 7). Diese. sei Q,(x). Wenn in den 
Schaft bei x=0: kein Warmestrom einflieBen __ 

ne Ges Bee ante Sine ee pe te pas aay . ; 
Sion «ea 


a 


L=0 ' i F D=L, 


“Absit. Veranderliche ,,effektive’‘ Zylindertemperatur. 


Se 
ee ar 
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wurde, dann wirde sich in ihm ein Temperaturfeld 0*(x) einstellen, das — entsprechend (11) — |i} 


der Differentialgleichung 


d? 3 
c? (9* (x) -Oz)) = SE (22) 
gehorcht. Die dazu gehérigen Randbedingungen sind Lie | 
d i* d 3* a 22a 
(=~ ee =) nee ee Vase ce ( ) 
Da andererseits —siehe (11) — gilt 
d? Y(x) . 
c? (9(x) —O(x)) = =), 
so folgt daraus, daB auch meee . sae 
| c? (8 (x) —0*(x)) = (9 (x) —9*(2)) ue (23) 
mit den Randbedingungen 
Qo =—2urpa[ + (B(x) — 8*(x)) | i ) (23 a) 
und | 
d WW 
0 = bee (o(2)-0")]_, 1 (23b) 


v = (0—@,) bei konstantem @,. 


Im besonderen wird [siehe Gleichung (14) und vorhergehendes |], 


“— 


Entsprechend wird fir die zweiteilige pelzess) fee (21)] 


1 
Tg (cy ly) . (25) 


‘ 


&g(oh) + a 


me (0) = 0*(0) + Qp - 
fae (0) : (0) +Q es amt (i+ Vom Salah) | 


% Pz, TG (cel) 


Man kab daher so ‘ae als ob der Zylnades eine konstante ,,effektive* Temperatur hatte, 
wenn man als Eingangstemperatur nimmt die Differenz zwischen der am Schaftanfang tatsach- 


in ihn hineinflésse [0*(0)]. 


Diese »Nulltemperatur‘* B*(0 ) kann fiir Kolbenverhdltnisse leicht abgeschatzt werden: Bar | 


sie etwa ra_gleich dem Mittelwert der effektiven Zylindertemperaturen tiber den ganzen) ‘Schaft. 


Balance eingehendere Untersuchungen ausstehen, wird — im Hinblick auf die geringen Ge- 
: _ nauigkeitsanspriiche, welche an. Kolbenberechnungen gestellt werden — empfohlen, die effektive 
_ Zylindertemperatur fiir den obersten Kolbenring als 8*(0) einzusetzen: In einfachen Fallen | 
_ kann jedoch #*(0) auch gemaB (22) und (22a) berechnet werden. Wenn z. B. im Zylinder ein — 
pineares T epipetetupactelic. Ge (x) = O, —« 0 herrscht, dann erhalt man nach einiger Umrechnung 


Sin (cx) : Aigeee 4 


‘ 
ae 


5 it 1. Das Rechenschema. Wenn zur Berechnung der Ralbchiupericaven Mot in der Einleitung _ 
genannten EinfluBgréBen (q, am, asw, “Bg, O*(0) und O,) bekannt sind, wird nach folgendem — 
Schema (Iterationsverfahren 1 mit einem Daprch bine eaee), Vorgegengen) 


_ gelten mu, so daB insgesamt fir die neue Funktion (?— 0*) bei veranderlicher effektiver Zy- < | 
lindertemperatur genau dieselben GesetzmaBigkeiten gelten wie bisher fir die Funktion | 


bn lich bestehenden [#(0)] und der ae par Mtnt, die der Schaftanfang hatte, wenn kein Warmestrom % 


sehr dimnwandigen Schaften ist sie etwa gleich der effektiven Zylindertemperatur fiir den : 
Schaftanfang, bei extrem dicken Schaften (ebenso bei sehr kleiner Warmeitbergangszahl) ist ME 


iW 


| > p68") tae 1)” 
PA? — QQ 2707 apa ' 
Daraus folgt eek 
ae Woy ta(qh) . es || 
ee j OO O10) 400g ee ge x Be {249 


0*(0) = 6.4 oe rte ets ake (26) 


- Steinbuch: Berechnung von Kolbentemperaturen. 
: SBerochiie it 
a) den urspriinglich einfallenden Warmestrom Qoo =4 2733 
b) den Warmewiderstand R des aus zwei ‘Stiicken zusammengesetzten Schaftes gemaB : Re 
Gleichung (21); be 
c) die Temperatur #17 am Ubergang vom Schaft zum Boden #11 = 8*(0) + Qo R; : 
d) die Temperatur #1 in Bodenmitte (r =0) aus 
Gleichung (5) beim ebenen Boden, 
Gleichung (6) beim kegeligen Boden, te : 
Gleichung (7) beim paraboloiden Boden; 
e) die mittlere Bodentemperatur Pm =} (81-01); 


f) den Warmestrom unter Beriicksichtigung der Warmeableitung durch die Gehauseluft 


Qo = = Qoo — %Bg 7073 (9 Bm —O,). } cee 
‘Die so berechneten Werte sind Zwischenergebnisse fiir die endgiltige Berechnung. Berea isc 


A) Pn1= 0*(0)+Q,R [Q) aus f) und R aus b)] : ) e ee 


\ ; We 


__B) die Temperaturen am Kolbenboden gemaB (5), (6) oder (7); bei héheren Genauigkeits- ene 
i anspriichen gemaB (9) oder (10). 4 eacatte a2 


\ 


JAAS, Die Vernachlissigungen. Um bei dem schwierigen Problem der Kolbentemperaturen 
_ tiberhaupt zu auswertbaren Formeln zu kommen, muften mancherlei Vernaeblascigun gen. cI i cgay ees 
auf genommen werden: oy Saat 


i a) Die Annahme pees rotationssymmetrischen Kolbens gestattet nicht, die Warmeableitung Ae 
% dureh den Kolbenbolzen in Rechnung zu setzen. aa 


_ b)-Die-V. ernachlassigung der Warmeableitung vom Kolbenschaft zur Gehdusolae, 3 
: 


Eine. te ove <Greeraas der Rechnung besteht darin, daB sowohl i im Boden 


Contes fake Hid sue und im : Schaft ones in radialer Sade Damit ist eine Grenze 
nwe dung der Rechnung gegeben: -Kolben mit sehr dicken Béden, Ubergangsquer- 
1 Schaften werden dem Rechnungsschema schwer anzupassen sein. 


e 


ot Ein flu der Reibungswarme wird tee ni rict. 


ya ZZZLZIZZZLE (Sa eu RRR SN 
J Hi j 


<< 


L ESSSSSSS 


S 
S¢ 


ath en an af ey abe von Tavtendon' : 
Die Ergebnisse seiner 
n die Messung auf. — 


in mere JS Diew 


m, 


6 Keal/mhgrad. 


+ : if : 
x ae a " 
2 anne © aries x ages) : 
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Fur die folgenden GréSen muften plausible Annahmen gemacht werden: é 
el %, =2900 Kealm*hgrad,  Og=80°C, 
0 ae osy=1800 Keal m*hgrad, #*(0)=225°C, 


Ob By = 180 Keal m@hgrad. 


Damit berechnet sich c,=43 m-}, Cp S257 m1, Mit dem Rechenschema ergibt sich: 


: a) Qoo = 900 Keal/h, c) (J) = 263°C, e) Pam = 308°C, ~ 
oa b) R = 0,0425 grad h/Keal, — d) (91). = 353°C, f) Q) = 640 Keal/h, 
Gee Ay Or = 253207 a Blegre. B829 C. 


Diese Werte wurden zusammen mit den gemafs Abschnsnt 8 und 10 bezeichneten Zwischenwerten : 
in die rechte Halfte der Abb. 8 eingetragen. 


Die sehr gute Ubereinstimmung sagt natiirlich wenig tiber den Wert der Rechnung. Solange 
noch so viele EinfluBgréBen wie hier praktisch unbekannt sind, kann man durch ihre zweckmaBige 
Wahl immer eine Ubereinstimmung mit der Messung erzielen. 


Seay sr Zusammenfassung. Zur Berechnung der Kolbentemperaturen von Warmekraftmaschinen 
wurde ein Rechenschema abgeleitet. Dieses geht von der Voraussetzung™ aus, daB. die vom Kolben- 
We boden aufgenommene Warme auf drei Wegen abflieBt: tiber die Ringzone zum Zylinder, tiber | 
et cr) die Schaftzone zum Zylinder und durch den Kolbenboden zur Gehauseluft: Die Rechnung 
wird in einem Beispiel durchgefthrt. 


z : A 
; 4 


(Eingegangen am 2. November 1948.) 
Anschrift des Verfassers: Dr. Karl Steinbuch, (14a) Waiblingen/Rems, Haydnweg 3. 
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Kritische Drehzahlen anisotrop gelagerter Laufer. 


Von R. Grammel. : i a a iy 


ie Problemstellung und Ergebnisse!. Die tatsachlichen kritischen Drehzahlen von Laufern, 
die durch einen Motor unmittelbar angetrieben werden (Schleifscheiben, Ventilatoren, Luft- 
schrauben usw.), stimmen haufig sehr schlecht mit den in iblicher Weise berechneten tiberein. 
Dies kann nur daran liegen, daB die Voraussetzungen der Rechnung nicht erfillt sind, vor allem 
die Annahme, da die Lauferwelle fest in einem selber nicht nachgiebigen Lager liege, oder anders 
ausgedrickt, dai an der kritischen Drehzahl nur die Elastizitat der Welle und ae Laufermasse 
heteiligt sei. Schon bei nachgiebiger Lagerung in einem sonst aber starren Lager tritt eine Ver- 
schiebung der kritischen Drehzahl (im allgemeinen zu einem kleineren Wert hin) ein und unter. eae 
Umstanden zudem sogar eine Aufspaltung in zwei kritische Drehzahlen?. 

Handelt es sich um einen Motor, der seinerseits federnd gelagert oder aufgehangt ist, so steht (OS 
zu erwarten, daf die beobachteten kritischen Drehzahlen ebenfalls merklich und in doppelter 
Weise von der ,,starr‘‘ berechneten abweichen: die in der Regel anisotrop nachgiebige Lagerung 
oder Aufhangung des Motors zerspaltet die urspriingliche kritische Drehzahl der Welle in zwei 
(im Mittel verschobene) kritische Drehzahlen, und: die hinzutretende endliche Masse des Motors 
]aBt eine weitere Aufspaltung | vermuten. In der Tat ergibt sich ganz einfach (Ziff. 2), daB die 
_kritische Drehzahl eines einfachen Laufers sich infolge der Masse und der Lager- oder Aufhange- 
federung des Motors im allgemeinen in vier kritische Drehzahlen aufspaltet. 

In manchen Fallen mu8 man sich das Lager (im weitesten Sinne) als frei beweglich, ate 
mit einer endlichen und anisotropen Masse ausgestattet denken, d. h. mit einer Masse von rich- 
tungsabhangiger Tragheit (z. B. ein Flugzeug im Hinblick auf die Masse der umgebenden Luft 
und seinen richtungsabhangigen Luftwiderstand). Wir werden finden (Ziff. 3), daB sich dann 
die kritische Drehzahl entweder in zwei kritische aufspaltet, oder da alle Drehzahlen ,,un- 
ruhig*, aber nicht eigentlich kritisch sind. »” 


2. Federnd gelagerter Motor. Ein Laufer von der Masse m, den wir uns der Einfachheit 
halber aus einer masselosen, fliegenden (d..h. nur am einen Ende eingespannt gelagerten) Welle 
und einer einzigen tragen Masse (Scheibe) bestehend ,vorstellen wollen, liege in einem Lager, 
das zusammen mit dem Motor die Masse m* habe. Der Motor sei federnd aufgehangt oder ge- 
_lagert. 

‘In einem raumfesten kartesischen hoses z)-System, 
‘dessen x-Achse mit der Achse der ruhenden Welle zu- 
‘sammenfallt, sei, projiziert auf die (y, z)- -Ebene (Abb. 1), 
O die Ruhelage des Lagermittelpunktes, O* (y *, z*) seine 

-ausgelenkte Lage, in welcher er durch eine Foderkraft 
—9®*(Y*, Z*) gegen O zuriickgezogen werde; ferner 
Wy, z) der DurchstoBungspunkt der gebogenen Wellen- 
achse durch die Scheibe (im Ruhezustand ist also 
W = O* = O); weiter RLY, Z) die Kraft, mit der infolge 
der Elastizitat der Welle der Punkt W in seine Ruhe- 
lage O* zurickgezogen. wird; endlich S(y, z) der Schwer- 

-punkt der Scheibe mit der (in der Regel nur der GroBen- 
-ordnung nach bekannten) Exze entrizitat e. ‘Vom Dreh- 


_winkel g darf man im ‘Rahmen einer fir das Folgende Cae Wp DE eetded dobar steratpanlesO% dee 

raussetzen®, daB DurchstoSungspunkts W der Wellenachse durch die 

| Pe erecncaden arco eet ee xe Scheibe ‘und des Schwerpunkts S der Scheibe auf 
er zu unveranderlicher | Drehgeschwindigkeit wm gehore, — die (y, 2)-Ebene senkrecht zur Wellenachse. 


-daB also p=at sei. 
Mit den Federungszahlen «’ und «” in den beiden Richtungen y und z und mit der Maxwell- 


‘schen EinfluBzahl « der PROP Ice Ne hat man 


1 Auszug aus einem Aufsatz i in einer (durch Kriegseinwirkung villig Nomucaisten) Festschrift zum 70. Ge- 
» tstag von Ludwig Prandtl (4. 2.1945). 

ee Car: ane und & Grammel, Technische Dynamik, Ss. 788, Berlin 1939. 
Re Vel. Reshaene: Dynamik, 3; WiGstt > 


\\ 
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yt Sa! YS, OU Ault | (la) 
y-y*=aY, z—z*=aZ; (1b) 
Soe ile ear: y=y+ecosat, z=ztesnat. - (2) 
. : Die Bewegungsgleichungen der Scheibe (m) und des ,,Lagers™ (m*) lauten 
: my=—Y, mz=—-Z, aL (3a) 
mt aie Yee Yee m*z*=Z—Z*. (3b). 
Man entfernt y, Y und Y* aus den finf ersten Gleichungen (1) bis (3) und erhalt ee 
i ce Pape AU Gh | (4) 


amyty— y*=ecos wt. . | 


und ein ebenso gebautes System mit 2, x’, sin wt statt y, a’, cos wt. eae WW 
Kritisch sind die Drehzahlen m=, fiir ee. das System (4) ein partikulares Integral 


y=acos Qt, =b cos Qt 
zulaBt, also die Nullstellen der Determinante 
i nO? mie? = 
A(Q).= a fee . (5) | 
FT Ope ee aie: 
t a a § 
und ebenso die Nullstellen der mit «%”” statt %’ geschriebenen Determinante. Mit den Abkirzungen 
j * — . } i » 
ad m : ; yt ag uae ‘ ‘ F ae ee A : (6) 
: m a m% j 
sowie der kritischen Drehzahl — :: | 
Hes | 1 a 
fica’ iar Ok = (7) 


ae aged ts fam ® 
3 die die starr gelagerte ‘Welle hatte, erhalt man fir die relativen kritischen Zahlen 


4 ae te y . (8) | 


OE eo uele = ie —(1 a w+Ayx+h mS 0 (A saat Ah ea ; h . ; (9) | 


also die vier Werte 


Xa = PRE V4 tuba) 4x0 |, | 


ta gy De tas WORT Hr” 4nd’). 


i; Die Malianden sind wegen 

eres (L+x+ A)? —4Hl=(1+n—A)?+44 is 
stets positiv, alle x; somit reell und positiv. Die vier Q; sind mithin reell; im allgemeinen sind 
sie auBerdem. alle verschieden. Man bestatigt zur Probe, da® mit m*—>o, also x—> 00 ale Xi= i 
werden, d. h., dah bei starrer Lagerung alle Q:= cx bleiben. — i 

; -Wiewohl mit (10) das Problem vollstandig gelést ist und die vier kritischen Drehzahlen 0: . 
es herechnet werden kénnen, wollen wir noch ein Diagramm hinzufiigen, das die x;-Werte in ihrer _ 
cm Abhangigkeit: yon den drei Parametern #, A, A” tibersichtlich. darstellt. Hierzu scien wir % 
le fschune (9) i in der Peorant Fs 20 “itl 


j uy eels { : al ~'a) Y % id i fee a t 


Sete ind vi als Pliickersche Lisienkoordinatent und ccthiea in ‘einem kartesisehen (é, n= at 
Reheat die Kurve: Bere N RIS ees ME Cage Pe Ls ee 
; ue roan eA §=1- ei Oe ee gee We Seek : e (12) 

; . ; x 


if mit ders Paraiittar x, den man dabei als Skala wae der Kurve signee (Abb. 2), Die Kurve ist J 
eine Hyperbel (von der nur der eine Zweig i in Betracht kommt, der zu positiven Werten x gehért) — 
ee und hat die eeaeniets g=1 und 7=1. Die ao (11) besagt nun in der Form 


. PEL eet APS Oe ie Soe eae 
£ dab eine Gerade mit den aeonate athe ee f ioe Le: Peale hs i Bee | 
Oe re 
1 Val fiir solche Darstelhngen: R. Gramma, ee “Arch. 12 cen) 5. 169, | Rees es Ts aud 
wr, . cee : r ; as 
Se i oct ies au pera | fe = Aa ae nr iy a fe a 
Wee he pen eae | ine , ee 


durch den Punkt (£7) geht, also die 
Kurve (12) im Skalenpunkt x trifft. 
Man hat daher nur noch die Achsen- 
abschnitte (14) auf den beiden Achsen 
zu markieren und tut dies einfach da- 
durch, daf} man die reziproken Werte 
mjm* und «’/x baw: «/e von. x und Oo 
X baw. 2” auf den negativen Achsen fc aes e : 


abtragt. Das Diagramm zeigt die Hand- Ree aS ; ; 
\ 

habung an dem Beispiel m/m*=0,40; Abb! Diagramin fur dle kriticchen 05% 

a’/xa=0,60 und liefert auf der Kurve Zablen x,, abhiingig von m/m* und s 

die Werte «,=1,67 und x,=0,40. "ao baw. a!/o. 


Man bestatigt noch einmal, daB fiir 
m*—> ©, also m/m"* =0 bei jedem Wert 
von a’ /a baw. a’’/a die kritische Drehzahl Q = be erhalten bleibt. In 
der. Regel ist m/m* eine kleine Zahl; fir nicht zu kleine «’/«. baw. . 
«/x hat man dann eine Aufspaltung von a in zwei kritische Dreh- ne 
Eablen Q, die nicht weit tiber aw, liegen; und auBerdem zwei viel. 
tiefere kritische Drehzahlen. 


3. Anisotrope Lagerung. Wir sehen jetzt von einer F ederuue) fiir 
dad Lager samt Motor ab und denken uns ein frei bewegliches System, 
das die Scheibenwelle samt’ Scheibe trigt. Dabei betrachten wir so- 
gleich den allgemeinen Fall, daB die Lagerkraft des Laufers nicht ein- : 
fach gleich der Lagermasse mal der Lagerbeschleunigung, sondern eine helicbige lineare Vektor- 
funktion der Lagerbeschleunigung ist. In unserem raumfesten (x, y, z)-System. sollen also_ 
wischen den Komponenten Y, Z der Lagerkraft und den Komponenten y*, z* der Beschleuni- » 
gung des eg o* (y*, 2*) der fliegenden Welle die, Bevichungen 


t 


eae ed Be ye: Y= my, y* + bys Zz iy st 
Re a ng ” oe ; 
oe era hee eae eRe /hie= Ms, ¥* a Mop 2 


gelten, wo ‘die’ mix Siiecls eine besondere Untersuchung zum yoraus ermittelt gedacht seien. aS) 


len Massenzahlen mik darf man voraussetzen, daB : be EN cee Es se 


\ 


pte M41 My — Mp My >O . SSO (16) 


‘ten Unglichungen ‘ace namlich, daB zu einer positiven’ derehleigaie « 
fi = 0 g). sicher auch eine positive Komponente | Y der Lagerkraft Ne 
o zu 2*>0(y*=0) eine Positive. Lagerkraft. Dis he) 3 
: Gleichungen (15) nach y* und 2* auflésen. darf, ce 
igerkraft Y allein (Z=0) eine positive Be- 
Le ie OS - 0) eifte pecitive: Besehlennigung ad 


a 


eT a ge Cie 
man — gemaf ica ‘sogenannt no Hatiptacheen- 
fe durch eine Drehung des (x, Y, B)= Systems um 
: “pa retg. 4 mya/(™my, — ™g9)]) erreichen, da8 im neuen | 
wird das aber nicht zutreffen, d. hs, die GréBen 
ines pean Affinors “sein, und ‘gis 
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vollig belanglos ist, und kann daher weggelassen werden. Sodann folgt aus (1b), (2) und (3a) } 


Sh er OA a 


te eee 
amz+z—z2* =e'sinwt. 


| 

_Lést man schlieBlich (17) nach y* und z* auf und setzt dies in (18) ein, so kommt mit p? (16))}f 
amp? y+ (mM Mg. + p?) ¥ — Mmyy2z = ep? oe wt, | (19) |] 
amp2z+(mm,,+ p?)z— mm yy =ep?sin wt. | 


Kritische Zustande sind zu erwarten a) bei solchen Drehzahlen w =Q, fiir welche das System | 
(19) ein partikulares Integral 


¥y = aos (Qt+ 7), z= bcos (Qt+ To) (20) | 


zulaBt; b) bei solchen Drehzahlen, fiir welche schon die verkiirzten Gleichungen (19) selbst | 
_geitlich anwachsende Lésungen besitzen, d. h. Integrale (20) mit nicht reellem Q. ' 
Geht man also mit (20) in (19) ein, so kommt mit den fritheren Abkirzungen wr (7), xi (8), | 
2 p? (16) und mit 
i . $= My + Mp , : (21) | 
4 die quadratische Gleichung ftir die x 
p? x? —(ms + 2p”) x+(m?+ms + p?)=0 
mit den beiden Wurzeln 
Cae app (ms +2 ptt m |st— 4p”). 2) 
[Diese Wurzeln sind — wie es ja auch sein mu — unabhangig von der Orientierung des (y, z)- | 
Systems, da sie nur die Invarianten s und p? des Massenaffinors Mik enthalten. | 
Somit tritt der Fall a) ein fiir zwei reelle kritische Drehzahlen Q, und Q,, falls der Radikand | 


R= s?~ 4 p? =(my — my)? + 4 mgm, = 0 (23), 
ist; denn dann bleiben x, und x, nicht nur reell, sondern wegen 2 ; 
(ms + 2 p*)?— m? R = 4 p?(m*+ ms+p?) > 0. 

sogar. positiv, also auch Q, und Q, selbst reell. 
Diese beiden Prebble sind im allgemeinen wotabhicdeas sie fallen nur dann zusammen, 
wenn R=0 ist, was z. B. fiir m,;= mg und m,.=0 oder m,,=0 zutrifft, fir m,; + mg. aber nur 


dann moglich ist, wenn eine der beiden GréBen m,, oder m., hinreichend stark negativ wird. 
_ Man kann die Formeln (22) auch in der Form 


‘Q, = yor 


: m (s + V 4p) 


mit. / arse T+ 2p 


: 24 
> We (4) 


schreiben. Aus ihr geht hervor, daB, wenn die Schcibaniiasse m gegen die Lagermassen m,, | 
oder ms. vernachlassigbar klein ist, y,,.= 1 und also Q,=Q,= x wird, da® aber in jedem anderen jf 
Falle die kritische Drehzahl (auBer ihrer Aufspaltung) infolge der er erhoht wird. 
Ist insbesondere Mmy2= My, = 0, so kommt einfach 


Fora 2, sess eee w= Vite. 25) 
pes pi Pa // Sy ee We ty) a se (25) 


Der Fall b) tritt ein, wenn der Radikand R negativ ausfallt, was nach (23) nur méglich wird, 
falls einer der beiden Werte m,, oder My hinreichend stark negativ ist. Jetzt gibt es uberhaupt. 
keine reellen kritischen Drehzahlen im gewohnlichen Sinne; vielmehr lauft dann der Laufer 
_ bei, allen Drehzahlen unruhig. Doch mu8 dieser Zustand nicht unbedingt gefahrlich sein, da\| 
das Anwachsen der Ausschlage der Scheibe durch die abdampfende Wirkung der von uns nicht 
beriicksichtigten Reibung (z. B. der Scheibe an der Luft) méglicherweise verhindert wird. Wir 
_lassen es daher offen, ob der Fall R <0 Wherry bee vorkommt. 


~ 


_ (Eingegangen am 16. November 1948.) 
Anschrift des Verfasiers: Professor Dr. -Ing. Dr. Richard hese s (14 a) Stuttgart N, Robert: Bose: Str. 101. 
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T 4 e ° ee ° ee ° 
Nabentotwasser hinter Leitridern yon axialen Strémungsmaschinen, 
Von K. Bammert und H. Kliukens. 


_ 1. Einleitung. Bei der Untersuchung von Drallstrémungen hinter Leitradern von Axial- 
turbinen und Axialverdichtern wurde beobachtet, daB die eigentliche Drallstrémung nur den . 
auBeren Teil des zur Verfiigung stehenden Ringquerschnittes einnimmt, wahrend sich im Innern 
ein Gebiet befindet, in dem die Flissigkeit! zwar umgewalzt wird, aber an der eigentlichen fort- 
schreitenden Bewegung kaum teilnimmt?. Mit der Ausbildung solcher sogenannter Totwasser 
hinter dem Leitrad andern sich die Richtungen der Drallstromung. Diese Vorgange spielen bei 
axial beaufschlagten Strémungsmaschinen eine ausschlaggebende Rolle. Daher erscheint es not- ; aa 
wendig, die gemachten Erfahrungen theoretisch zu erfassen. : 

Bei der Berechnung der Drallstrémungen geht man gewohnlich von der Strémung reibungs- 
freier Fliissigkeit.aus. Dabei ging man bislang so vor, das man einer drallfreien Strémung einfach 
eine Drehbewegung tberlagerte. Tatsachlich erhalt man auf diese Weise eine Strémung, die 
den Eulerschen Grundgleichungen formal gerecht wird. Nun ist aber die den ganzen Querschnitt 
ausfillende (anliegende) Stromung nur ein Sonderfall. Auch in der reibungsfreien Flissigkeit 
kénnen Totwassergebiete auftreten. Sie miissen nur so beschaffen sein, daB in der Trennflache 
iberall der gleiche Druck herrscht. Solche Totwasser sind sogar immer dann zu,erwarten, wenn ee 
in der anliegenden Strémung gréfBere, ihr entgegengerichtete Druckanstiege ttberwunden werden x os 

_muBten. Die bei wirklichen Flissigkeiten vorkommenden Druckanstiege sind durch den Einflu8 ah 
der Reibung zu erklaren. eee: i 
Im allgemeinen wird die das Leitrad verlassende Flissigkeit durch eine auBere Begrenzung 
daran gehindert, geradlinig Weiterzustrémen. Sie ibt infolgedessen einen Druck auf die AuBen- | 
wand aus. Der dadurch bedingte radiale Druckanstieg wirde bei anliegender Stromung in der 
Nahe der Nabe Driicke erfordern, die unter Umstanden wesentlich tiefer liegen als der Gegen- 
druck. Das ist aber bei reibungsfreier Flissigkeit nicht méglich; daher ist mit der Ausbildung 
eines Totwassergebietes in der Nahe der Nabe zu rechnen. Die Bedingungen, unter denen es zu 
 solchen Ablésungen kommt, und der EinfluB der Reibung auf diese Erscheinungen sind Gegen- 
‘stand der vorliegenden Untersuchung. 


2. Das Wesen der Drallstromung. Nach Abb. 1 verlaBt 
eine Flissigkeit mit dem Gesamtdruck py das Leitrad unter 
dem, Strémungswinkel a. Sie tritt mit der Geschwindigkeit 
‘c, in den anschlieBenden Ringraum ein, der durch die Nabe 

und die Gehausewand begrenzt ist. Die aus dem Leitrad aus- 
; tretenden Flussigkeitsteilchen wirden beim Fehlen der auBeren 
Bs Begrenzung nach auBen abstrémen. Das wird aber durch die 
- Gehausewand verhindert. Die Teilchen missen sich auf Schrau- 
pbenlinien bewegen, also stetig in Richtung der Achse be- Setiea 
schleunigt werden. Das kann aber “nur durch einen radial ; | F 
 gerichteten Druckgradienten, also einen Druckanstieg zur 
_ AuBenwand, erzwungen werden. ~ 


b. Im AuSenraum (Abb. 1) herrseht der Druck pa. Dieser hat Leitradgitter N\ \ 


- vor Einsetzen der Stromung im ganzen Ringraum geherrscht. 
fa Die Strémung ist dadurch entstanden, daB den unter dem 
hohen Druck py stehenden Flissigkeitsteilchen Gelegenheit Bee, 
_ geboten wurde, das Leitrad zu durchstrémen. Dabei kénnen. 
sie eine Geschwindigkeit erlangen,’ die dem Druckunterschied 
fe (Po —Pa) entspricht. ‘Zu einer uber diesen Druckunterschied | 
_ hinausgehenden Beschleunigung ist bei reibungsfreier Str6- Abb. 1. Leitrad einer Axialstufe. 


\ 


co 


4 


By... Unter Flissigkeiten seal im falecnden Fliissigkeiten und Gare (Dampfe) mit niedrigen Machschen Zahlen 
‘i gemeint. ‘Bei hohen Machschen Zahlen gelten die Uberlegungen qualitativ. _ 
2 F. Busmann, VDI-Forsch.-Heft 349 (1931); E. Meldau, Drallstrémung im Drehhohlraum. Diss. Han- 
1 o L oe Ce rs y 
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nover 1935; G. Korbacher, Strémungs- und Druckverhiltnisse hinter einem Turbinenleitrad mit geraden 
und verwundenen Schaufeln. Diss. Braunschweig 1943. 
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mung kein Grund vorhanden. Somit ist pa der geringste in der Strémung auftretende statische 
Druck. i 

Zur Berechnung der Strémung stehen zunachst samtliche mit den Eulerschen Grundglei-_ | 
chungen vertraglichen Stromungsformen zur Verfiigung. Das sind einmal die anliegende Str6- 
mung, ferner samtliche Strémungen mit Trennflachen, auf denen der Druck konstant ist. Um 
zu sehen, welche Stromungsform bei der Durchstrémung von Axial- 
gittern zu erwarten ist, miissen die in Frage kommenden Formen 
naher betrachtet werden. Dabei wollen wir uns auf Drallstrémungen 
beschranken, deren Radialkomponente vernachlassigbar klein ist. 
Die Drallstromung wird durch den Geha&usehalbmesser R (Abb. 2) 
begrenzt. Da mit Totwasser nur an Stellen tieferen Druckes zu 
rechnen ist, liegt die Stromung auBen an. In der Nahe der Nabe 
dagegen — oder, falls diese fehlt, in Achsennahe — kann sich ein 
Totwasserkern ausbilden. Die Grenzflache zwischen diesem und der 
eigentlichen Drallstromung muS aus Symmetriegriinden kreiszylin- 
ric 9 oer drisch sein; ihr Halbmesser sei R;. Dann durchstrémt die Flissig- 

keit den Ringraum Rj <r < R. 


Ist bei vorgegebenem Durchsatz G (DurchfluBgewicht je Zeiteinheit) der Stromungsquer- 
schnitt sehr klein (Ri/R~1), so mu die. Axialgeschwindigkeit entsprechend hoch sein und 
damit auch die resultierende Geschwindigkeit. Da der Gesamtdruck py festliegt, ist der mittlere _ 
statische Druck der Strémung niedrig und insbesondere auch der Druck p; auf der Trennflache. 
Das Verhaltnis Druckgefalle zu Durchsatz (py—pi)/G, oder in dimensionsloser Schreibweise _ |} 
(Po~ Plz, (<a) wenn y die Wichte der strémenden F'lissigkeit und g die Erdbeschleunigung 
sind, wird also far den Fall Ri/R~x1 groBe Werte annehmen; das heiBt aber, da bei vorge- 
gebenem Gegendruck pa nur eine geringe Menge durchtreten kann, da, wie gezeigt wurde, pi 
nicht unter pa herabsinken darf. Mit R;/R~x0 kann zwar die Axialgeschwindigkeit klein sein, 
: dagegen ist aber, beispielsweise bei Potentialstrémung, die Umfangsgeschwindigkeit in der Nahe 
der Achse sehr groB. Das bedeutet wieder eine grobe Gesamtgeschwindigkeit und einen im Ver- 
_-+haltnis zum Druckgefalle geringen Durchsatz. In diesen beiden extremen Fallen ist also der 


Gehause 


Durchsatz klein bzw. das relative Druckgefalle (Po—Pdlzg (—F7a) grok. Es mu also ein da- 


P= 


OP fae: . 
12 few) 2 
va 


zwischenliegendes Ri/R geben, bei dem der Durchsatz |] 

bei vorgegebenem Druckunterschied einen Héchstwert, 

d.h. das relative Druckgefalle einen Kleinstwert erreicht. 

| Tragt man dieses Druckgefalle tber dem Halbmesser- 
verhaltnis R;/R auf, dann erhalt man etwa den in Abb. 3 

gezeigten Verlauf. Daraus sieht man, da bei vorgegebe-. 
-nem Druckunterschied héchstens die dem Tiefstwert der 
Kurve entsprechende Menge tberhaupt durchgesetzt wer- 

_ den kann. Bei freiem Zu- und Ablauf wird die Strémung | 

sicherlich so verlaufen, daB dieser maximale DurchfluB al 

erreicht wird. Damit ist der Halbmesser R; des Tot- | 
wasserkernes eindeutig festgelegt. Ist dagegen der Zulauf _ 

~~ begrenzt, dann bewegt man sich auf-dem rechten Ast — 

‘der Kurve. Denn wiirde man sich auf dem linken Ast il 

befinden, so wiirde unter dem EinfluB des radialen Druck- _ 

ui anstieges an der AuBenwand ein hdherer Druck auftreten, 

als bei freiem Abflu8 aufrechterhalten werden kann.. Ist 


! 


710 


j | : : abi an eye as fs 

Abb /9:.-Heiantl doe. <clativen Divackgedtlog umgekehrt der Abflu8 behindert, dann wird’ die stré- 
+ einer’ Drallstrémung. - mende Fliissigkeit aufgestaut und man befindet sich auf 
eye Tae ts dem linken Ast. 


Wird der der Strémung zur Verfiigung stehende Raum nach innen zu durch eine Nabe ies 
grenzt, deren Halbmesser R, kleiner ist als der Halbmesser des auf Grund dieser Uberlegungen. | 
zu erwartenden Totwasserkernes, so wird die Anwesenheit derselben bei reibungsfreier Flissig- al 
keit keinen EinfluB auf die Strémung ausitiben. Ist Rn dagegen gréoBer, so wird. die Strémung | 
durch die Nabe bestimmt. Der Innenhalbmesser der Stromung ist dann ‘gleich wi ce see | 


x 
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3. Wichtige Formen der Drallstrémung. Von den tiberhaupt méglichen Formen der Drall- 
stromung beanspruchen im Strémungsn 


naschinenbau zwei das besondere Interesse. Das ist Nee sy 
einmal die wirbelfreie Drallstrémung, wie sie in radialen und in axialen Leitradern dann ent- Oe 


steht, wenn die Schaufeln nach dem Drallsatz (¢ur=konst) verwunden sind. Beim Durchstrémen 
eines Axialrades mit unverwundenen (geraden) Schaufeln (x,;=konst) erhalten die von Saug- 
und Druckseite abflieBenden Teilchen verschiedene Geschwindigkeiten. Man hat also hinter 
jeder solchen Schaufel eine Diskontinuitatsfliche. In dem der Rechnung zuganglichen Fall 
kontinuierlicher Beschaufelung (unendlich viele Schaufeln) verteilen sich die Wirbel dieser 
Trennflachen iiber die gesamte Flissigkeit. Man erhalt also an Stelle der wirbelfreien Potential- 
stromung eine wirbelbehaftete Form reibungsfreier Strémung: 

Im Leitrad verlauft die Strémung auf Zwangsbahnen, das Verhaltnis von Axial- und Um- 
fangsgeschwindigkeit ist an jeder Stelle vorgeschrieben. Daraus ergeben sich, selbst wenn von 


ee | LS aA 


Of G2 OF OF G5 06 47 OF O98 : 
Pie IAGG. 4s “Relatives ‘Drdekgelale tun Peitrade 2) Abb. 5. Relatives; Druckgefalle im Leitrad 
_ Abb. 4. Relatives Druckgefalle im Leitrad ih Bk E ‘ g 
~~ mit drallverwundenen Schaufeln., dd a ee Heels oe geraden Schaufeln. 
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ie cetliehen mit Impulsabgabe verbundenen Umlenkung re een ee Cie ot coma pest die 
‘im schaufelfreien. Raum nicht gestellt werden. Um den Einflu8 dieser noe a 
: “zulernen, nehmen wir vorerst_einmal an, dal nach vollzogener Umlenkung: die Schau e ; es 
_ Gitters sich mit dem zuletzt erhaltenen Winkel noch ein Stiick in den enc Ae 
-fortsetzen méogen; etwaige Radialbewegungen sollen bereits abgeklungen sein. Die i . ca 
_treten von Totwassergebieten maBgebende GréBe ist, wie wir im vorigen Abschnitt gese en haben, 


aus. relative Druckgefille (py—pi) boa iF Die. Berechnung dieses Wertes bei gegebenem 


; in Weak F durchgefihrt. Ihre Ergebnisse sind fir die drallver- 
ng in Abb. 4 und fir die gerade in Abb. 5 wiedergegeben. Das 
ist logarithmisch aufgetragen. Parameter ist der Pia ct Meg Oy 
sor abe pape Schaufel ist x, der Winkel am AuBenrand der Stromung ; Es 


‘bei verwundénen Schaufeln wird am besten auf den AuBenrand bezogen, da die 
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zeigt sich, daB® das relative Druckgefalle weitgehend vom Strémungswinkel abhangig ist. Je groBer 
der Strémungswinkel, also je kleiner die Umlenkung, desto tiefer liegt die zugehérige Kurve. 
Die Kurve fiir den Strémungswinkel «,=90° entspricht einer rein axialen Durchstrémung; 
ihr Tiefstwert liegt bei Ri/R=0. Ein Totwasser ist also hier nicht moglich. Bei eingebauter 
Nabe befindet man sich gleich auf dem rechten Ast. Die Stromung liegt stets an. 
Die Kurvenscharen fiir drallverwundene und fiir gerade Schaufeln sind, wie zu erwarten, 
in ihrem Cesamtverlauf nicht sehr voneinander verschieden. Die gestrichelten Linien in Abb. 4 
und 5 verbinden die Tiefstwerte der einzelnen Kurven; sie nahern sich fir kleine Winkel dem 
Wert R;/R=0,577 bei drallverwundenen und dem Wert R;/R=0,5 bei geraden Schaufeln. Man 
braucht also mit Totwasserbildung an der Nabe dann nicht zu rechnen, wenn man mit dem 
Nabenverhiltnis R,/R rechts der gestrichelten Linie bleibt. Bei der Planung wird man mit 
dem Nabenverhaltnis tunlichst nicht unter diese vom Strémungswinkel ab- 
hangige Grenze heruntergehen, wenn man die Beschaufelung tber: die ganze 
Hohe ausnutzen will. In Abb. 6 ist dieses Grenzverhaltnis fiir verwundene und gerade 
Po-Pt 
xf & 
‘gl ay 
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0 0 2 30 0 50 60 70 8 9 0 10 20 30 777) 50 60° 
Abb, 6. Grenze des ausnutzbaren Halbmesserverhiltnisses Abb. 7. Erreichbarer Kleinstwert des relativen Druckgefalles 
in Abhangigkeit yom Strémungswinkel. in Abhangigkeit yom Strémungswinkel. 


Schaufeln als Funktion des Strémungswinkels «, bzw. «pz dargestellt, wahrend in Abb. 7 der 
erreichbare Kleinstwert des relativen Druckgefalles iber dem Strémungswinkel «, bzw. «,R 
aufgetragen ist. Der Unterschied dieser beiden Kurven ist indessen in Abb. 7 nur acheaba: 
und darauf zuriickzufiihren, daB a,p der gréBte in der Potentialstrémung vorhandene Winkel 
ist. Bezieht man das relative Druckgefalle auf den mittleren Winkel «,,, (tg «,,=tg %,2R,,/R) 
an der Stelle Rn=}(Ri+ Ra), so sieht man, daB sich die beiden Stromungen in Beak oa die 
Druck- und Durchsatzverhaltnisse nur unwesentlich voneinander unterscheiden. 

Befindet sich hinter dem Leitrad kein Laufrad, sondern ein schaufelloser zylindrischer Raum 
(Abb. 1), wie das bei den Versuchen an axialen’ Leitradern von Hartmann! und Korbacher2 der 
Fall war, so kann selbst bei ablésungsfreier Durchstrémung des Leitrades hinter demselben unter 
Umstanden ein Totwassergebiet auftreten. Im folgenden seien die Voraussetzungen hierfiir naher 
untersucht. Dabei wird unmittelbar hinter dem Leitrad die eben behandelte Strémung zugrunde 
gelegt. Im schaufelfreien Raum ist die Strémung nicht mehr an den vorgeschriebenen Strémungs- 
winkel gebunden. Wohl aber muB dort der Drehimpuls der einzelnen Teilchen, wie er ihnen Sin 
Leitrad erteilt wurde, erhalten bleiben. Die fiir das Verhalten der Drallstrémung entscheidende 
Kurve wird sich infolge der geanderten Bedingungen von der fiir die Verhaltnisse im Leitrad 
erhaltenen unterscheiden. Mit Hilfe von Abb. 8 lassen sich die hieraus folgenden Uberlegungen 
kurz darstellen. Die Anderung des relativen Druckgefalles im Leitrad bei Variation des Toe 
halbmessers der Strémung ist durch die Leitradkurve gegeben. Fir die mit dem Halbmesser- 


if / 


LW, ‘Hartmann. VDI-Forsch.-Heft 397 (1939). / 
2 Siehe FuBnote 2 von S. 367. - ‘ ; cS 
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verhaltnis R,,/R aus dem Leitrad ausstrémende Flissigkeit andert sich im schaufelfreien Raum 
das Druckgefalle nach der anderen Kurve. Der Kreuzungspunkt A der beiden Kurven liegt in 
Abb. 8 auf dem linken Ast der Kurve fiir den schaufellosen Raum. Der fiir das zylindrische Fort- 

laufen der Strémung erforderliche hohe Druck 


— oh am AuBenrand kann bei freiem Ablauf nicht 
Ela) aufrecht erhalten werden, da die Flissigkeit jetzt 


die Méglichkeit hat, mit dem dem Punkt B ent- 
sprechenden Innenhalbmesser weiter zu verlau- 
*fen. Die Strémung nimmt den neuen Halbmesser 
Rig erst nach einer gewissen Wegstrecke an. 


Wahrend des Uberganges muB in der Trennflache 


Kurve tir den schaufe/- 
losen Raum 


Leitradkurve 


Lith 4) fe 
R Rh 


Abb. 8. Ubergang vom beschaufelten zum schaufellosen Raum. Abb. 9. Strémungsyerlauf hinter dem Leitrad. 


\ 


— wenigstens bei reibungsfreier Flissigkeit — stets derselbe Druck pi herrschen. In Abb. 8 be- 
wegt man sich daher von A nach B auf einer Parallelen zur Abszissenachse. Beide Kurven sind 
fiir jeweils zylindrische Strémung berechnet. Der dem Abstand zwischen der Geraden AB und 
dem darunterliegenden Stiick dieser Kurve entsprechende Druckiberschu8 wird durch die 
Radialbeschleunigung aufgezehrt. Die Stromung verlauft etwa nach Abb. 9. 
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ss Abb. 10.. Relatives Druckgefiille hinter dem Leitrad Abb. 11, Relatives Druckgefaille hinter dem Leitrad 
bei drallyerwundenen Schaufeln \(a, p= 25°). bei geraden Schaufeln (a,=25%). 
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ye ‘Als Beispiel aus den. Ergebnissen der nachfolgenden Rechnungen sind in Abb. 10 und 11 
die Werte far das relative Druckgefalle hinter einem Leitrad mit verwundenen («R= 25°) und 


geraden Schaufeln («,=25°) aufgetragen. Die gestrichelte Kurve ist Bestandteil der bereits 


oa Abb. 4 und 5 dargestellten und gibt die Charakteristik des Leitrades wieder. Die ausgezogenen 
Kurven sind die Charakteristiken der Strémungen, ‘die mit dem Halbmesserverhaltnis R,,/R 


ye 24" 


372 Bammert und Klaukens: Nabentotwasser hinter Leitradern. _ Ingenieur-Arehiv _ 


das Leitrad verlassen haben. Die einzelnen Kurven unterscheiden sich durch den R,;/R-Wert 
des Austrittspunktes. Dieser liegt bei einigen Kurven, so wie wir in Abb. 8 angenommen hatten, 
auf dem linken Ast. Damit sind die oben geschilderten Erscheinungen zu erwarten. Fir groBere 
Halbmesserverhaltnisse befindet sich der Austrittspunkt aus dem Leitrad bereits auf dem rechten 
Ast der Kurven fir den schaufellosen Raum. Damit fehlt die Voraussetzung fiir das Entstehen 
eines Totwassers hinter dem Leitrad, die Strémung verlauft hier weiterhin zylindrisch. Es gibt 
demnach ein Halbmesserverhaltnis (R,;/R):it, yon dem, ab die Strémung nach dem: Austritt 
aus dem Leitrad keine ee erfahrt. 

Die vom linken Ast der Leitradkurve abzWeigenden Kurven fir den schaufellosen Raum 
wurden nicht gezeichnet, da diese Strémungen schon-im Leitrad einen Aufstau bedingten (Hinder- 
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: Abb. 12. Relatives Druckgefalle hinter dem Leitrad 3 Abb. 13. Relatives Druckgefalle hinter dem Leitrad 
bei eel vary tad sace Schaufeln (x, p= 10° und 4 R= 4"). bei geraden Schaufeln (x,=10° und ty =45 Le 
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nis im ‘spateren Verlauf der Strémung). In solchen Fallen wirde aber auch im schaufelfreien 

Raum die Strémung auf dem linken Ast der dort geltenden Kurve verlaufen -miissen. 

12 lan Abb. 12 und 13 sind die entsprechenden Werte fiir den Austrittswinkel a baw. tir= 10° 
und 45° aufgetragen. Diese Winkel diirften etwa die Grenzen des bei axialen Turbinenleitradern 

_ tblichen Bereiches sein. Beide Abbildungen zeigen anschaulich, daB bei der starken Umlenkung 
die Neigung der Strémung, sich abzulésen, gro wird und der Strémungsquerschnitt i im schaufel- 


~ losen Raum beachtlich abnimmt. Das Halbmesserverhaltnis ( ty hat einen hohen Wert. 


Umgekehrt ist bei kleiner Umlenkung die Ablésungsgefahr gering;. ( Ral) liegt niedrig. 
Das fiir die Ablésungserscheinungen hinter dem Leitrad wichtige kritische Halbmesserverhaltnis 
(Ryi/R)xrit ist in Abb. 14 in Abhangigkeit vom Austrittswinkel van baw. %1R wiedergegeben. 


4. Die Strémung in und hinter dem Leitrad. Aus den bisherigen Betrachtungen geht hervor, 
da®B eine mit Drall behaftete Stroémung nur einen Ringquersehnitt einnehmen kann. Dabei war 
es fiir unsere Wherlegungen gleichgiiltig, ob der von der Strémung nicht _eingenommene Teil 
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mit Totwasser gefillt war oder ob sich dort eine feste 
Nabe befand. In der Strémung wirklicher Flissig- 
keiten sucht man médglichst Totwassergebiete zu 
vermeiden, da sie Anlaf zur Wirbelbildung sind 
und’ damit zu Verlusten der nutzbaren Energie 
fiihren. Im folgenden wird untersucht, wie die Stro- 
mung bei verschiedenen Nabenhalbmessern verlauft. 
Die Verhaltnisse bei fehlender oder kleiner Nabe 
sind in Abb. 15 dargestellt. Der Ringquerschnitt 
wird durch die Gehausewand und die Nabe gebildet. 
Bei beispielsweise drallfreiem Zustrom (%)= 90°) hat 
man es vor dem Leitrad mit gleichférmiger anliegen- 
der Strémung zu tun. Im Leitrad erfolgt die Um- 
lenkung bis auf den Strémungswinkel «, im Austritt. 
Die Winkel in den day wischeglicaeeden Schnittebenen 
des Leitrades mégen mit » bezeichnet werden. Denkt 0 0 2 0 W 50 00 70 80 90° 
man sich diesen Vorgang unendlich langsam vollzogen, BS 
dann gelten die bereits angestellten i lestaeen be=i Be ovsu Agsercaeaeel« i AS aeen te 
ziiglich des relativen Druckgefalles fur alle senkrecht 
_gur Achse gelegten Schnitte durch das Leitrad. Jedem dieser Schnitte entspricht ein anderes «. 
Abb. 16 enthalt die Charakteristiken von «=, bis «,. Ist das Nabenverhaltnis R,/R kleiner 
als das dem Austrittswinkel «, entsprechende (R,;/R)min» dann ist der héchstmégliche Durch- 
satz dutch das Minimum der Charakteristik des Winkels «, bestimmt (Punkt A). Am Ende | 
der Umlenkung mu daher der dem Punkt A entsprechende Halbmesser Rj; erreicht werden, 
also bereits im Leitrad ein Totwassergebiet entstehen. An der Grenze zwischen Stroémung und 
Totwasser ist der Druck p; konstant und gleich dem Gegendruck pa. Solange dieser statische 
Druck an der Nabe nicht erreicht ist, liegt 
_ die Strémung an. Im Diagramm von Abb. 16 
. entspricht das der Geraden DC, wenn durch 
__D der Eintrittszustand in das Leitrad wieder- 
gegeben wird. Wird im Zuge der Umlenkung 
der Strdmungswinkel &c erreicht, so beginnt 
die Strémung sich von der Nabe abzulésen. Da 
von nun an das relative Druckgefalle konstant 
Pig bewegen wir uns ant der Geraden Cc A, 


MRS fleck oes in| er Gehause 


bb, vos Drasieg et lledingnpeun dct Leitrades (R,, <R 1imin)* 


Has } 
A ies ay s Ny i , > : t 
ze : 


wassers bei den nun in. Hew: F Sige PAGE NSE Winkeln kann aus den 
mone haaee. a-Kurven bestimmt werden. Bei den einzelnen «-Kurven _ 
pokey, Asten, da der héchste Druckwiderstand durch oo Ausstrm-— 
St Pe den ie teuipliosens eins dann. ‘heaps man sich, wie bereits ge- 

‘unk A waagerecht nach B- (Abb. 16). Der Verlauf der so erhaltenen 
r dem Lei rad ist in Abb. 15_ gestrichelt eingezeichnet (Linie CAB). — , 
gen 4 vurde au®er acht gelassen, daB die Veranderung der Stré- 
| Ruckwirkungen auf die Stromung im Leitrad nach sich 
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zieht. Um das’ Wesen dieser Riickwirkungen zu verstehen, solen die Verhaltnisse an einem 
besonders einfachen Beispiel untersucht werden. Dabei wird angenommen, eine drallbehaftete 
Strémung trete aus einem zylindrischen Rohr in den freien Raum aus (Abb. 17). In geniigender 
Entfernung vor dem Auslauf wird sie zylindrisch verlaufen (etwa bis Ebene A—A). Hier befolgt 

sie die bekannten Gesetze einer Drall- 


stromung; ihre Durchflu@Rcharakteristik log 
? . 1 a 
gibt Kurve a (Abb. 18) wieder. In der ae 


Ebene B—B hort der von der Rohr- 
wand auf die Flissigkeit ausgetbte 
Druck auf; die einzelnen Flissigkeits- 
teilchen flieBen geradlinig in der in der 
Ebene B—B erlangten Strémungsrich- 
tung weiter. Ein Druckanstieg in der 
Flissigkeit ist nicht mehr vorhanden. 
Da in den Ebenen A—A. und B—B 


die Driicke auf der inneren Trennflache Re 
gleich sind, muB also an der Rohr- ce 
wand ein Druckabfallin Richtung A—B 7? a 
Abb. 17, Freier AusfluB einer auftreten. Dann miissen aber auf der Abb. 18. Relatives Druckgefalle beim 
Drallstrémung. Strecke A — B bereits Radialbewegungen freien Ausflu8 einer Drallstrémung. 


. der innersten Stromungsschichten ein- 
gesetzt haben; das Halbmesserverhaltnis R;/R mu ‘also gréBer geworden sein. Der eigentliche 
Grund fiir das Wiederansteigen des linken Astes der DurchfluBcharakteristik a in Abb. 18 hegt in 
dem radialen Druckanstieg der Drallstromung. Tragt man das relative Druckgefalle in Abhangig- 
keit vom Halbmesserverhaltnis R;/R fur die Stulle B—B auf, dann nimmt es nach der Achse zu 
stetig ab (Kurve b in Abb. 18)..Da der Halbmesser R; von A nach B, wie wir gesehen haben, 
wachst,. der Durchsatz aber der gleiche bleibt, liegen alle Punkte der Kurve b rechts von den 
entsprechenden Punkten der Kurve a. Die Kurve b liegt also in ihrem gesamten Verlauf unter- 


halb der Kurve a. Indessen muf aber die Kurve b in ihrem ganzen Verlauf oberhalb der in Abb. 16 


dargestellten Kurve ftir’ ~»=90° liegen, da hier, im Gegensatz zu dort, ein betrachtlicher Teil 
des Druckgefalles fir die Geschwindigkeit in Umfangsrichtung aufgezehrt wird. 
_ Da, wie bereits eingangs festgestellt wurde, der der zylindrischen Strémung im Leitrad ent- 
sprechende hohe Druck an der AuBenwand im schaufellosen Raum hinter dem Leitrad. nicht 
auftreten kann, hat man bei dem Austritt aus dem Leitrad ahnliche Verhaltnisse wie bei dem 
zuvor untersuchten Fall des freien Ab- xt 
flusses. Die Flissigkeit wird in der: log t-te 
Austrittsebene des Leitrades ebenfalls 4 (ar) 
radiale Bewegungen ausfihren, und da- 
mit wird die charakteristische Kurve 
dieser Strémung tiefer liegen als die 
bisher angenommene fir den gleichen 
Winkel. Stellt man sich wieder die 
Leitschaufeln nach erfolgter Umlenkung 
ein Stick 1, unter dem Austritts- . 
winkel «, weitergefihrt vor (Abb. 19), 2 10 
Abb. 19. AusfluB aus dem Leitrad. © dann wird vor der Austrittsebene Bez p Abb. 20. Relatives Druckgefalle beim 
a eine Ebene A—A _ liegen, in der die ANS fear Genie 


ft 
R 


Strémung zylindrisch verlauft. Diesen beiden Ebenen entsprechen die beiden Kurven a 
und 6 in Abb. 20. Sie gehéren zum gleichen Strémungswinkel %,; der Unterschied besteht 


lediglich darin, daB Kurve a fiir rein zylindrische, Kurve b dagegen fir Bewegungen mit Radial- 
komponente gilt. Der Durchflu8 wird durch das Minimum der Kurve a bestimmt. Verkleinert 
man nun den Abstand /,, so wird die Ebene A—A an das eigentliche Leitrad heran- und schlieB- 


lich in dieses hineinriicken. Fehlt die gedachte Schaufelverlangerung, dann. befinden sich die 


den Ebenen A—A bzw. B—B analogen Ebenen in AA bzw. B’—B’. Der Durchsatz’ wird 
wieder durch Ebene A’ — A’ bestimmt. An dieser Stelle ist jedoch die Umlenkung noch nicht voll- 
endet; der Strémungswinkel ist hier «> a,. Diesem Strémungswinkel entspricht in Abb. 20 die 
Kurve a’. Der Durchsatz durch das Leitrad ist also nicht durch das Minimum der Kurve a, 
sondern durch das tiefer liegende Minimum der Kurve a’ bestimmt. 


° 
\ 
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Das relative Druckgefalle im: Leitrad ist demnach kleiner als bisher angenommen wurde. 
Die der Berandung des Totwasserkernes entsprechende Linie CAB in Abb. 16 ist also durch 
die tiefer gelegene Linie C’ B’ zu ersetzen. Die Lage des Punktes A’ auf dieser Linie ist aus dem 
Diagramm nicht zu entnehmen. Da jedoch die Austrittswirkung auf zusatzlich nach auBen 
gerichteten Radialbewegungen beruht, mu8 er sich rechts vom Punkt A, also in Abb. 15 ober- 


halb von A befinden. Der Punkt B’ wird auf einer einem héheren R,3/R zugehérigen Kurve als 
Punkt B liegen. Da sich B’ nur auf einer der 


rechts von A liegenden Abzweigkurven befinden | Po =Pi 
kann und deren Minima héher liegen als das der { i we a) 
bei A abzweigenden Kurve, mu8 C’—B’ héher 20 Los 


liegen als dieses Minimum. B’ muB sich also 
immer links von B befinden; der Halbmesser 


Riz, ist folglich kleiner als R;p. ei ip 
Sai ee 
A 
42 . | 
1 \C-& 
/ 
08 f — 
/ 
/ 
7. 
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Abb. 21. Strémung durch das Leitrad bei mittlerer Nabe. Abb, 22. Druckgefallediagramm des Leitrades 
— 
Ro imin = RR Ri ivrit : (Ri; min = Le a Bo serit)> 


Nun sei der Fall betrachtet, daB der Nabenhalbmesser Rn gleich oder gréfer ist als das dem 
Austrittswinkel «, entsprechende Ry nin’ aber kleiner ist als R,;,,;,- Die Strémung ist in Abb. 21 
dargestellt. Vernachlassigt man die Austrittswirkung, dann hat man im Leitrad an der Nabe 
keine Ablésung. Der Punkt C stellt in Abb. 22 den Austrittspunkt der Strémung aus dem Leit- 
rad dar. Im schaufellosen Raum erhalt man schlieBlich eine Strémung, die dem Punkt B ent- 
spricht. Der Strémungsverlauf ist in Abb. 21 gestrichelt eingezeichnet. Bericksichtigt man dic 
Austrittswirkung, dann hat man zu erwarten, daf das relative Druckgefalle etwas vermindert 
wird. Man erhalt dann in Abb. 22 an Stelle von CB die Linie C’ B’. Infolge der zusatzlichen 
Radialbewegungen beginnt dié Ablésung schon im Leitrad. Im _ 
schaufellosen Raum stellt sich als entgiltiger Strémungshalb- 
messer Rip, < Rip ein. Den Verlauf der Trennflache zeigt die_ 
ausgézogene Linie in Abb. 21. 

Ist der Nabenhalbmesser R, gréBer als das dem Austritts- 
winkel «, entsprechende Rjjx.it; dann liegt die Stromung sowohl 
im Leitrad als auch im schaufellosen Raum an. Die Strémung 
verlauft rein zylindrisch; eine Austrittswirkung ist nicht zu er- 
warten (siehe Abb. 23). — + = Pati 

Der Vergleich der Strémungsbilder 15, 21 und 23 zeigt also eae 
‘in anschaulicher Weise dén EinfluB der NabengréBe auf die Stré- oho godae Nate (oR ae 
oa ee eas / n= Ry tit): 
mung in und hinter dem Leitrad. : 


3, Die Anderung des Strémungswinkels hinter dem Leitrad. Andert sich nach dem Austritt 
aus dem Leitrad der Strémungsquerschnitt infolge Auftretens von Totwasser, so ist damit eine 
Anderung des Stromungswinkels verbunden. GréBe und Art dieser Anderung lassen sich am 
besten in der wirbelfreien Strémung, wie sie hinter drallverwundenen Schaufeln auftritt, iber- 
sehen. Deshalb wollen wir diese F orm zunachst behandeln. 
In der wirbelfreien Stromung ist die Axialgeschwindigkeit tiber den ganzen Strémungs- 
“querschnitt konstant; sie muB um so gréBer sein, je kleiner dieser ist. Unmittelbar hinter dem 
Leitrad haben alle Flissigkeitsteilchen den gleichen Drall. Da dieser bei den hier betrachteten 


x 


zs) Veranderungen der Strémung fir die einzelnen Teilchen erhalten bleibt, ist sein Wert auch tiber 


den gednderten Strémungsquerschnitt konstant. Die Umfangsgeschwindigkeiten am Leitrad- 


en’ - 


austritt und in der neuen Strémung sind also auf gleichen’ Halbmessern jeweils. gleich. Die 


Anderung des Strémungswinkels auf gleichen Halbmessern beruht ausschlieBlich auf der Zu-— 


nahme der Axialgeschwindigkeit. Damit wird der Strémungswinkel (tg «= ¢m/¢u) gréBer, die im 
Leitrad erzielte Umlenkung zum Teil wieder riickgangig gemacht. Anschaulich lassen sich die 
Verhaltnisse im Druckgefallediagramm darstellen. Die ausgezogenen Linien in Abb. 24 stellen 
wieder die bekannten Leitradkurven fiir verschiedene Strémungswinkel ap dar. Auf einer 
solchen Kurve ist bekanntlich der Strémungswinkel konstant; der Wert des Dralles ist fir die 
i einzelnen Punkte auf der Kurve verschieden. Die gestrichelten Linien in Abb. 24 sind die Kurven 
: fiir den schaufellosen Raum; auf ihnen ist jeweils der Drall konstant. VerlaBt beispielsweise die 
Strémung das Leitrad mit dem Austrittswinkel ¢;p=30° in Punkt A, so wird sie bekanntlich 
im schaufelfreien Raum nach Punkt B umschlagen. Durch diesen Punkt verlauft die Leitrad- 
kurve mit dem Winkel «{p=50°. Dieser ist 

Dp - Pi also der neue Strémungswinkel in B, da 
wirbelfreie Str6mungen inner- und auBerhalb 
des Leitrades bei gleichen Stromungswinkeln 
identisch sind. Gleicherweise kann man aus 
Abb. 24 die Winkel entnehmen, die zu er- 
warten sind, wenn die Strémung von einem 
anderen Austrittspunkt A ausgeht. Im ge- 
zeichneten Fall hatte also die Strémung in 
Punkt B sofort erhalten werden kénnen, wenn 
man ein Leitrad mit den Winkeln xjz und 
dem Nabenverhaltnis Riz/R gewahlt hatte. 
Es hat daher unter Umstanden wenig Sinn, 
bei kleinem Nabenverhaltnis zu groBe Um- 
lenkungen zu wahlen, dasie durch die mégliche 
Ablésung ohnehin wieder verringert werden. 


0 Gf G2 08 Q4 Q5 6 Q7 08 49 10 


hess ! 
Abb, 24. Winkelanderung im schaufellosen Raum Abb. 25. Stromlinienverlauf hinter einem axialen Leitrad 


bei wirbelfreier Drallstrémung. (gerade Schaufeln; wirbelbehaftete Drallstrémung). 


cht Die charakteristische Eigenschaft der wirbelfreien Drallstromung war, daB die Umfangs- 
__. geschwindigkeit beim Austritt aus dem Leitrad dem Drallsatz c,,r—=konst gentigte. Diese Eigen- 
- schaft bleibt auch bei der nachfolgenden Strémung im schaufellosen Raum bestehen. Die Stré- 
mung hinter Leitradern mit geraden Schaufeln ist indessen dadurch gekennzeichnet, dab 
_der Strémungswinkel beim Austritt aus dem Leitrad tiber den ganzen Querschnitt konstant 
_ ist. Die Umfangsgeschwindigkeit folgt dem Gesetz c,,1r,°°°1=konst, die Axialgeschwindigkeit 
my 71°" 1 = konst!, Andert sich im schaufellosen Raum der Innenhalbmesser der Strémung, 
_ dann bleiben diese Eigenschaften nicht mehr erhalten. Der Fall ist daher weit schwieriger zu 
tibersehen als der der oben behandelten wirbelfreien Strémung. Die neu auftretenden Winkel 
kénnen jeweils nur aus der strengen Durchrechnung ermittelt werden. Die Ableitungen hierfiir 


1 E. Eckert und G. Korbacher, Forsch.-Ber. 1750 dtsch. Luftf.-Forschg. (1943); siehe auch im folgenden 
Abschnitt 7, G. (14). me ek 7 : 


i . | 
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befinden sich im Abschnitt 7. In Abb. 25 ist fiir «,=25° und R,/R=0,6 der Strémungsverlauf 
_ hinter dem Leitrad in anschaulicher Weise dargestellt. Die einzelnen Teilchen verlassen das 
_ Leitrad mit dem Halbmesserverhaltnis r,/R und.dem Stroémungswinkel x,. Im weiteren Verlauf - 


a ee 


me J 


f 
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der Strémung erreichen sie das Halbmesserverhaltnis r/R und die Strémungswinkel q. Fur jede 
gezeichnete Bahn ist links r,/R, rechts r/R und « angegeben. Man sieht, da in B der Stromungs- 
winkel uber den Querschnitt nicht mehr konstant ist. Diese Strémung hatte durch ein Leitrad 
mit geraden Schaufeln nicht unmittelbar erzeugt werden kénnen. 


6. Die Verhaltnisse beim radialen Leitrad. Bei Propellerturbinen (z. B. Kaplanturbinen) 
erhalt die Flissigkeit ihren Drall in einem radialen Leitrad. Im nachfolgenden schaufellosen 
Raum wird sie abgelenkt und stromt dem Laufrad axial zu (Abb. 26). Die Fliissigkeit verlaBt 
das Leitrad ohne axiale Geschwindigkeitskomponente und dringt zunachst in den Raum 4 BCD 
ein. Hier verdrangt sie die unter dem geringeren statischen Druck Pa stehende Flissigkeit. Auch 
in diesem Fall kénnen die einzelnen Flissigkeitsteilchen nicht geradlinig weiterstroémen, sondern “che 

-miussen radial zur Achse hin beschleunigt e 
werden. Das setzt wieder ein Druckgefalle log "1-2 
vom Schaufelkranz zur Achsmitte hin vor- 
aus. An der Trennflache zur ruhenden 
Flissigkeit herrscht der Druck pa; infolge 
des radialen Druckanstieges am Schaufel- 
austritt ein entsprechend hédherer Druck, 
der begrenzt ist durch die AbfluBméglich-’ 
keit der Flissigkeit langs der Berandung 
DE bzw. CF. Es muB sich also ein die 
Umlenkung erzwingender axialer Druck- 
gradient ausbilden. Dem entspricht eine 
nach oben verjiingte Trennflache. Im wei- 
teren Verlauf, etwa in der Ebene EF, wird 
die Strémung zylindrisch verlaufen. Nimmt 
man an, da am Schaufelaustritt der axiale 


i : & 
fr ' 2 
y i 0 Gf G2 G3 Oe 08 86 O7 08 G9 40 
re RE NS in fe \ re Eioe i > Pr j 
ae “Abb. 26. ' Strémung hinter einem radialen Leitrad. — J “Abb. 27. ,Relatives Druckgefalle hinter einem radialen Leitrad. 

Gerrit SH a, = @ E ; : ; : . i a | 
radient vernachlassigbar klein ist (dies bedeutet axialkomponentenfreie Durchstrémung Ps 
itr , so muB am Austritt aber die ganze Schaufelhdhe derselbe statische Druck, die _ 

tge hwin it und bei beliebig vielen unverwundenen Schaufeln auch tberall — 


fangsgeschwindigkeit herrschen. Die. Stromung ist also wirbelfrei; im schaufellosen 
t sie das auch weiterhin. In der Ebene EF hat man es also mit einer zylindrischen 
allstromung zu tun. Hier gelten daher die Betrachtungen, die wir friiher fiir die 
im schaufellosen Raum hinter einem axialen drallverwundenen Leitrad 
indert. Diese Strémung war durch den Austrittswinkel x, des Leitrades _ 
+ R,; gekennzeichnet. An die Stelle dieser Werte miissen jetzt 


ligkeit c¢,4 und ‘damit die an dieser Stelle auftretende 
les Drallsatzes laBt sich die Verteilung der Umfangs- — 
en. Die Axialgeschwindigkeit ist dort durch die durch- 
‘und dieser Uberlegungen berechnete Wert des relativen 

vom ‘Halbmesserverhaltnis Ri/R in Abb. 27 aufgetragen. 
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Als Parameter wurde die dimensionslose GroBe 
C= R/2h tg a, gewablt, da das Ergebnis vom 
Schaufelaustrittshalbmesser R, véllig unab- 
hangig ist. Die Rechnungen sind im. nach- 
folgenden Abschnitt durchgefihrt. Die ge- 
strichelte Linie gibt den Verlauf der Minima 
dieser Kurven wieder. 


Im Gegensatz zum axialen begrenzt das 
radiale Leitrad die durchstrémende Menge 
nicht. Bei freiem Ablauf wird man sich also 
immer im Minimum der jeweiligen Kurve be- 
finden, wenn keine Nabe oder Naben mit 
Halbmessern Rn < Rimin eingebaut; sind. Fir 
Naben mit Halbmessern Rn > Rimin bewegt 
man sich wieder auf dem rechten Ast. In 
r pe ashe MCS SU Aaa UAE VE NB RL Abb. 28 ist das Halbmesserverhaltnis (R,/R)min 
3 Abb, 28. Das’ Halbmesserverhilltnis (R,/R),,,, in Abhangigkeit als Funktion der Drallkonstanten C= R/2htg a; 

von der Drallkonstanten. ; dargestellt. 


7. Rechnungsgang. a) Strémung am Leitradaustritt. Im Leitrad ist der Strémungs- 
winkel «, (tg %1=¢Cm/€.1) vorgegeben. Fir alle Flussigkeitsteilchen derselben Herkunft ist der 
Gesamtdruck p, gleich. Da weder Energie an das feststehende Leitrad abgegeben noch von ihm 
aufgenommen wird, ist p, auch hinter dem Leitrad noch konstant. Nach der Bernoullischen 4 
Gleichung ist dation ae 2 

all 2 2 Ce 
PB te tea oe 56H 
2g 


wobei p; der értliche statische Druck ist. Aus den Eulerschen Grundgleichungen folgt 


x 


1 dp, ) Crit Lg Coy 


Ye dr r rte? a, ~ ; 
x Oe 
Durch Differentiation erhalt man aus (1) 
bd prie as! Cea 2a Dom Ak 
5 : COS Oy : 
eer SiO ee nor, sin? x, dr. 
2g 
aus (2) nd (3) durch Addition 
da, 
ay met A Fs et dC my =f 2 Cm Dy Cone dr 
(inra, sin?a,. . dr To tet oy sin?a, te o, 
und nach einigen Umformungen 
=" @laene,  g dare: tga: 
i Br. dr ee my dr tg a, apne ue / (4) 


Xs 
Im Strdintingsmaschinenbau verwendet man nun entweder. drallverwundene Schaufein 


(tg a;=konst-r) oder gerade Schaufeln (day/dr= 0). 4 
a) Verwundene Schaufeln. Der Austrittswinkel a, beim Halbmesser r ergibt sich fiir 
die drallverwundene ponent! aus. dem a a zu 


* 


is tg ty = te aR: ate Pears 
; neal 
wenn O1R oe ee am ANB ond der Schaufel ist. Gleichiing (5) nach r differenziert ergibt 


: eal du, ~ tgo,R ' 
‘ cos?a, dr R 
oder Se SOS Hage Ge ‘ 
d« tg oR : = 
ab § %R 2 tg ay. 
= = —=— cos ==1 2 
, PRR re ec 7 COS" Oy. 
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Der Wert (6) in (4) eingesetzt liefert 


dine’ ee pee teeonene dln cn, ; 
drt £98 Lor sede rig 0 (7) F 
oder : z P . 
. Ti rea, Cree Cry = Gy (8):0° 9 aE ome 
-wobei_ C eine e Integrationskonstante ist. Sie ergibt sich aus der DurchfluBmenge. . 5 
Nimmt die Strémung einen Hingraum mit den Halbmessern R und R; ein, dann ist ie ee 
AT iL . ae \ 
Renate G= 29 fe yrdr= ny (RE - RF) C.. . : . : 
Raraus erhalt man _ Be oka ssi aes 
SoS eee ae z i js uy G iy } 
OS ae ee et (9) o 
ves j k : URo 1g ‘ 
Aus (1) wird mit (5) und (9) t “4 
F j ’ if ‘ x : ‘a 
<= a aNE: } 1 ———— ; vs Pa 
pies f need Tafa : Lae, cn 
Soh ee pie . Pos Pi es Bi Paar ye ‘COE S eg 
ee: ee 
, 2g \ny R eR a ; mary Canres | 
“und fair r=R Prounilie) ist das relative Druckgefalle Aes =a "Spaice oie 
a eae LE pee are dig ee | my Ave ep 
Teer aie a rs Ls ee aU tear : ; 
i f er é +f a Po Ris: poeta ik; : i Kae (11)- 
0 een a Sey at oe a 2g ay ay : \R | Re ay ear nt oa eke ; EOrtte 


Gleichung (11) ist i in Abb. 4 ausgewertet. Leitet man (1) nach R; ab und-setzt den Differential- eS nie 
- quotienten: gleich. ‘ull, dann erhalt man die Gleichung zur r Berechnung der Minima der einzelnen 
_Kurven, Nach’ einigen Umformungen lautet sie) Ait BENS Hi 


oo 2 G9: otg Be as staan FOS Ce APN 


Ane 


} Oar 2 = =o; eas erhalt man die Diferentilgeichnng 


\ j ® 
Lees 


(R! sit Oh oe R sin > 
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Fir den Innenrand der Strémung (r= Rj) erhalt man wieder das relative Druckgefalle 


Bas SPS ee ae (17) 
y G, 2 4 sin? hy l R; 1+sin2 cf ( R; 2 cos2 ay . 
2g es e ( R R ; 


Gleichung (17) ist in Abb. 5 ausgewertet. Um die Kicinstwerts berechnen zu kénnen, ergibt die 
nach R; abgeleitete und gleich Null gesetzte Gleichung (17) schlieBlich 


if 


R; cos? x, \ 2—eos? 
Jas ae : 18 
( R ee ( 2; ) ( S) 


b) Strémung im schaufellosen Raum. Hat die Flissigkeit das Leitrad verlassen, so | 
fallt die Fihrung durch die Schaufeln fort, und der Stroémungswinkel kann sich andern. Da- \fj 
gegen muB der Drall der einzelnen Flissigkeitsteilchen erhalten und die Kontinuitat gewahrt 
bleiben. Nehmen wir an, ein Teilchen habe das, Leitrad auf dem Halbmesser r, verlassen und 
befinde sich jetzt auf dem Halbmesser r, ferner habe es die Geschwindigkeitskomponenten Cp 
und ¢,.=¢mectg «, dann verlangt der Drallsatz 


| ; 
TC = 11 Cmy CLE Oy =T Cn fem Cte aw. 2 (19) 

Aus Kontinuitatsgrinden muB ferner . 

Cng 14.41 = Cm ar r ; (20) 


sein. Da der neue Hae eine Funktion des Achsenabstandes, unter dem das Teilehon das — 
Leitrad verlassen hat, sein wird, darf man 


dr eT a) 


 setzen. Damit erhalt man 


ie PoP es a9 2 (2\'a (2) (S2)'a = (4) 1 if | 2 
ey 2 x a em = r Cot i deh ee, At |e * ay | Cmi * 


—— 4 ¢ 


a 


Mit (1) wird 


tg? a, é 
1 a dr \2 
Po—P .. (21) (an) Po — P1 
Re r/~ 1+ tg?a, y 
2g 2 
oder 8 ? 
( x : ; ts ayes tg? a, ' 
ery i: Re wie fee et pid \2t 
peg er ss Date ay FY Then) ; (21) 4 
Po Pi Vr 7s t+ tg th a 


i (21) auszuwerten, ist noch die Beziehung Puohen dr/d 1 und r herzuleiten. 


Aus (4) erhalt man durch Umformen (ar die Stelle von r tritt Ty wae es sich um die Austritts- 4 

: _ koordinate aus dem Leitrad handelt) | 

PRONE Pe Tah) eas ie ; ; ae a i ; 
Set ie a Paels aeee. TC 1 “dry As 
MO ig ee ot lake In (1fe)". = 2sin2 Cae . ). aay 4 
3 ee ; 4 ie 28 tg bys sin 1 Ty sin o, ‘sin % cos % Se aes 
Diese Gleichung gilt auch fir die ‘Siemans im. schaufellosen Raum, also Ist , 
oN eno a ; oi Rae } yas da sk as ree el pe Ye 

i: eave d Tom \2 eee Orne hee eres ee | 
Rie : Mari wl ig x cota tN Gi Dal ei coe eee phat Mech (23) 4 

“und ate Multiplikation mit dr/d faa Cae nS Tiere Phe 1 agi ah | 

% : SF ian ha tile Le & be A Hl 

Oe 2 . k nd er tT ‘ais j , cpt: tis Ne, . j tee Y, | 

dry ell ‘ an Ne dry "sin % cos % phe = pe es (24) ‘; 

‘Subtrahiert man n (24) yon (22) und boritckaichtien (l me ae mea man ae \e 

. Bit doy RE 8 28 od BT ay? oo 

ph por ae eames ee HE Pig ores Poke 7 

sin2 (4 a ree ) 2 gin tae ( i Be) STA. ie 

net 2 T sina, cosa, / as Fi Ng dry sina co COS a cane cite ' 


Fd tae a SA) “4 ! ; 4 BA rat 4 1% 
‘sh : : : 


oe 
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Nun ist nach (19) und (20) 


tg a, dr,=tgadr, (26) 
und aus (26) wird 
Crd 
1 ne dr, a 
sin? % ei tg? a, : (27) 


$ da " : 
Fur den Ausdruck —,— —— erhalt man unter Hinzuziehung von (26) 
cos*a% dr; 


= 


1 da. «d Gs d tg a, 1 1 da, ‘ 1 dr 
cos? dr, dr, ae dr, ( dr ) bpavdr. scosea. dri Bey dr \2 dr 
dr, dr, Ge) 


Multipliziert man die linke Seite dieser Gleichung mit 1/tg % und die rechte Seite mit dem nach 
(26) gleichen Wert oe tg a, so wird 


da Sed Oy 
dr, ne dr, d dr : 
‘sin % cos « sin %, cos %, dr, ( dr, ) : (28) 
Mit (27) und (28) erhalt man aus (25) nach einigen Umformungen 
d tar, 3 dr d Ty 9 
dr, wie dey. a | Gee dr, : tga,” (29) 


Wir wollen nun (29) auf die Strémung im schaufellosen Raum hinter drallverwundenen und 
geraden Lcitradschaufeln anwenden. 


a) Strémung hinter verwundenen Schaufeln. Da bei verwundenen Schaufeln 


tg a, =(r,/R) tg «,p und damit —— nS ee ist, wird die rechte Seite yon (29) gleich Null. Da- 


mit wird 


r, .dr, 


Tees: 
oder oe 
dr e it a : R (30) 
Dede ae | 


Mit (30) haben wir die gesuchte Beziehung zwischen dr/dr, und r. Diese in (21) eingefithrt und 
fir tg.a,=(r,/R) tg aR gesetzt, ve schlieBlich 


Catt; 1 \2 5 : i Ga y’ [2 GT ae : 

es ac Bee 
re Glens 

Fir r,= R,; wird r= Ri und man_erhalt : 


oe aT 


ate 5 ae 
a Ge 


tn Verbindung mit (11), = der hier: an Stelle von p; und R; die GréBen p,; und R,; zu setzen 
sind, ergibt sich nunmehr ~ ; 


ee eT 


“Nach dieser Gleielany wurden die Kurven in Abb. 10 und 12 berechnet. 


Ry= Rj; 
9 d Pore Pins 2K 
(ee 2 G )’ 
22¢\ay R? R=); 
ist. Daraus ergibt sich 
Ry 7 / 
Saleem : 
Rav s = 2tg7aiR- . (33) 
Ge 


Pose. Soe ye 2y dé/dr, ! 
ar © aa Lae? aah +sin?q, ar aa) ; (35). 
ue (34) erhailt man auf demselben Wege ‘die eae Differentialgleichung 
aE AS yee bw edhe Rady . ie 
A dr, ‘dr a: Ce =i i ea * 04) ey; dr, i T4? i i “ ¥ (36) A 
Mit dem Ansatz ue inet f es Pe 
i cee = cr . 
iniueion: sich die Gleichung (36), s wenn man die Randbedingungen é= 0 fur iq 4 berticksichtigt, | | 
(A) eee ss: 
pe aa ; si plewa Yas ote lam ree 
; N eee ( R y ( R : 
wobei . . | ' : a te . FORE Nee aoe 
n, =cos®a, + V 1+ costa, , : ni REDS 1 37 
. Ny = cos2a, — ‘| 14+ costa, . Ko 
ist. Weiter ergibt sich — i. ise 
-* : \ dé — & se ry ng" ; gE 
ee ere he ee 
; 3 | 
j ‘ 


-einfache Differentiation nicht méglich. In der Nahe des Ausgangspunktes indessen unterscheiden 


» va s 
382 Bammert und Klaukens: Nabentotwasser hinter Leitradern. Ingenieur-Archiv 
- a - : + 


Der im Text behandelte kritische Halbmesser Rj;,,,, ist dadurch gekennzeichnet, daB fir 


Nach (33) wurde die betreffende Kurve von Abb. 14 berechnet. 


f) Strémung hinter geraden Schaufeln. Da bei geraden Schaufeln ~,=konst ist, 


wird aus (29) 
d PMTs, ap dr d ieee 34 
an In ae cos* a, E aa |ae Te In r,. (34) 


Diese Gleichung ist in geschlossener Form nicht integriérbar. Fir die numerische Auswertung 
geht man vom Wert r,;=R aus. Da sich der AuBenhalbmesser nicht andern soll, ist hier auch 
r= R. Gibt man an dieser Stelle dr/dr, vor, so laBt sich durch schrittweise Integration fiir jedes 
r, das zugehorige r und der Differentialquotient dr/dr, berechnen. Setzt man die fir eng Ry; 
erhaltenen Werte in (21) ein, so erhalt man den Wert fiir (py—p,)/(Po—Pii) und daraus in Ver-— 
bindung mit (17), worin wieder an Stelle von p; und R; die GréBen p,; und Rj; zu setzen sind, |] 
2 =): Auf diese Art wurden die Kurven der Abb. 11 | 

my RR OPE 

und 13 bestimmt. . | aS 


’ 


Wenn man in Gleichung (26), die wir hier in der Form tg a=tg i fees ar “schreiben wollen, die 


das relative Druckgefalle (p, Pilg ( 


aus dem geschilderten Rechnungsgang erbaltenen Werte dr/dr, einsetzt, erhalt man_bei- 
spielsweise die in Zahlentafel 2 far g;=24° und R,,/R=0,5 und in Abb. 25 fir «%,=25° und 
R,;/R=0,6 aufgefihrten Seng adunsawitikel ia 


Der kritische Halbmesser Rj;,,;, ist auch hier wieder dadurch gekennzeichnet, daB die von 


ae) -Kurve an dieser Stelle (Ri:= R,;) ihr Minimum hat. 


Da ein geschlossener Ausdruck fiir das relative Druckgefalle dieses Mal nicht vorliegt, ist eine 


Punkt R,; ausgehende (py, —pi)/ $ ( 


sich sowohl R; und R,; als el samtliche anderen r und r; nur wenig perenne. Setzt man 
T=TM+€; 


so ist € eine kleine GraBe, deren hohere Potenzen vernachlassigt werden. aes. Aus (21) erhalt 
man damit te 
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Durch Einsetzen in (35) erhalt man 


n (3) mY" 
HW Ue oe REG ara 
Ese eS cos?a, —| 1+ sin? «,- z : Bs 
Po— Pi Ty (\" ( Te iv 
baw. fir ne Ry a . 
Ryi\4 Rye 5 
¥ = Po = Pr Po re 2 1 9 2 € F “9 n, (52) ms (=e) 
= GC } ce Lae ets cos? a, aR 1+ sin? aj — eee ve 
2g\ny R2 aah) ce oe) 


Man sieht sofort, daB die erste Ableitung dieses Ausdruckes nach R; bzw., was damit identisch 
ist, nach e nur Null sein kann, wenn 


} : \ Ry" Ryi\r2 
1 sin2« at ae me (Ry 4 ' 
i ae aE (38) ; 
R /xrit R / kit 
ist. Nach (37) und (38) wurde die entsprechende Kurve in Abb. 14 berechnet. nye 


c) Strémung hinter einem radialen Leitrad. Beim radialen Leitrad ist die durch- 
penende Menge 


G=2ny R,he,, te a, - (39) 
AuBerdem ist fiir zylindrische Strémung im Saugrohr ’ | 
. G = my(R?—R?)en. . (40) 
Ferner ist nach dem Drallsatz die Umfangsgeschwindigkeit am Innenhalbmesser der Strémung 
cu =e He wo 2 


ae man (39), (40) und (41) in (1) ein, dann erhalt man fiir den Innenrand der Stromung, wo 
4 = Cut Cm ist, das relative Druckgefalle - 
Po — Pi a Sf ss Binge Wee 
. ea G ‘e LG T + Oar R26. (42) 
2g \nry R? R Gp 
Die aus dieser Gleichung beonclneten Werte sind in Abb. 27 dargestellt; hierbei ist R/2h tg a,=C 


gesetzt. : 
Die Minimalwerte erhalt man aus 
: x : R; 4 
Beas . +e ’ (rae 1 R 2 
seme ae Gee Pe > (me) i42) 
‘% NR ya 


sie, sind in Abb. 27 durch die gestrichelte Kurve wiedergegeben. Abb. 28 zeigt (Bil R)nvin in. 
po Piangigkeit von. der: Drallkonstanten C= R/2h tg q,. ee 


8. Der EinfluB der Reibung. Die Behandlung der Sirémung ieee Piigcivceinen 
ist ‘deshalb wichtig, weil man dadurch eine Naherungslésung fir das Verhalten wirklicher Flissig- 
_ keiten gewinnt. Wir wollen im folgenden untersuchen, wie die bisher gewonnenen Ergebnisse fir 
-wirkliche Flissigkeiten zu korrigieren sind. Die Reibung wird sich im wesentlichen an zwei 
Stellen bemerkbar machen, namlich einmal an der Grenze der Strémung zur festen pabenwand 
das zweite Mal an der Trennflache zum Kern. | 
An der Gehausewand bildet sich eine Grenzschicht aus, in der die Geschwindigkeit auf Null 
absinkt. Durch diese Grenzschicht wird die Strémung von der Wand abgedrangt, was einer 
Verkleinerung des AuBendurchmessers gleichkommt. Der Betrag dieser Verengung, die so- 
genannte Verdrangungsdicke: der Grenzschicht, nimmt in axialer Richtung dauernd zu. Das 
wirkt, sich auch auf die Ausbildung des Kernes aus. Es laBt sich zeigen, daB in einem zylindrischen 
Rohr hinter dem Leitrad ein schwach kegelformig zur Austrittsseite offener Kern auftreten 
—miBtel. Aber der Einflu8 der Reibung an der AuBenwand auf die Ausbildung des Kernes wird 
klein sein Begeniiber, der, unmittelbaren Einwirkung der Reibang: an der Trennflache Se 


xd, ‘Ein “ahinlicher Fall wurde bests behandelt von OK. Bammert und We Bede Z. VDI. 90 (1948) S. 81. 


yi 
hs Ree IE th Pe). a ~- ‘| 
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In reibungsbehafteter Flissigkeit ist eime sprunghafte Anderung der gta reece 
Ubergang von der Strémung zum Kern nicht méglich; eine Trennflache der bisher vee 
Art wird also nicht auftreten. Es kann sich natirlich auch bei der reibungsbehafteten ; — ei 
ein Nabentotwasser ausbilden, doch ist dieses nicht mehr in Ruhe. Unmittelbar an der ee 
flache miissen die zur Strémung bzw, zum Kern gehérenden Teilchen dieselbe Geschwindigkei 
(nach Gré®e und Richtung) haben. Allerdings findet im Kern ein eigentlicher Massentransport 
nicht statt; die den Kern bildende Fliissigkeit wird nur innerhalb des Totwassergehietes Nei 
Oe gewalzt, wenn’ man von dem durch Diffusion und Turbulenz bedingten Stoffaustausch absieht. 
. Die hier behandelte Drallstromung hat axiale und tangentiale Ceschwindigkeitkom paleo 
i Der Einflu8 beider auf die Aushildung des Kernes soll getrennt untersucht werden. 


Unter dew Einflu8 der Tangentialkomponente mu der Kern mitrotieren, und zwar wurde 
er bei fehlender Nabe und ohne Axialbewegung einfach wie ein starrer Korper mit der Winkel- 
geschwindigkeit der innersten Strémungsschicht umlaufen. Die Nabe und die im Kern vor- 
handenen Axial- und Radialgeschwindigkeiten lassen zwar eine vollig starre Rotation nicht Zu, 
doch wird man angendhert mit einer solchen rechnen kénnen. Es zeigt sich dabei, da Je nach 
GréBe der Nabe sowohl eine VergréBerung wie auch eine Verkleinerung des Kernes eintreten 
kann. Beide Erscheinungen sind aber klein gegeniiber der Reibungswirkung der Axialkomponente 
der Stromung. . 

Die Axialgeschwindigkeit wird unter dem EinfluB der Reibung in der Trennflache Zugkrafte 
in Richtung der Strémung auf den Kern ausiiben. Besteht dieser nicht aus einer festen Nabe, | 
sondern aus Totwasser, so muf sich darin ein der Strémung entgegengerichtetes Druckgefalle 4 
einstellen. Damit wird auch in der Grenzflache ;,Kern —Strémung“ der Druck in Strémungs- : 


f 


richtung zunehmen. ‘ : Bats 
Da das radiale Leitrad den DurchfluB nicht begrenzt, ist dieser Fall verhaltnismaBbig einfach 

zu iibersehen. Die durchtretende Menge wird durch das Saugrohr (Abb. 26) bestimmt. In diesem 
muB also an irgendeiner Stelle die Stromung dem Minimum der Druckgefallekurve entsprechen. 
Das kann aber nur da der Fall sein, wo bei gleichbleibender Durchflu8menge und gleichbleiben- 
ce dem Auffenhalbmesser der Druck p; in der Trennflache einen Héchst- 

wert erreicht, also am Ende des Rohres. Uberall vorher muB die 


LP eae, ape Strémung dem linken Ast der Kurve entsprechen, d.h. der Kern 
Aha] mu hier tberall kleiner sein als bei einer reibungsfreien Flissig- * 
\ cay keit. Man gelangt auch zum gleichen Ergebnis, wenn man bedenkt, 
\ / 3 da8 der Unterdruck in der Strémung ja gerade darauf beruht, daB 
x f Teile des Totwassers von der Strémung mit fortgerissen werden. 
eae, Ist eine Nabe vorhanden, die, so groB ist, daB in reibungsfreier 


Flissigkeit zwischen ihr und der Strémung nur noch ein kleiner — 
Raum bleibt, in dem sich Totwasser bilden kénnte, so kann dieses, 
wie beim Diffusor, in reibungsbehafteter Flissigkeit véllig fort- 
‘Abb. 29, Austritt aus einem axialen SeSpuilt werden. Im Gegensatz zum Diffusor mu8 aber vor dem Aus- 
Leitrad bei Reibung. _ tritt aus dem Saugrohr Ablésung erfolgen, da sonst der Wieder- 
. anstieg des Innendruckes p; auf den Gegendruck pa nicht moglich ist. 


Schwieriger liegen die Verhaltnisse beim axialen Leitrad. Abb. 29 stellt noch einmal das — 
DurchfluBdiagramm dar; dabei ist die Leitradkurve gestrichelt und die Kurve fir den schaufel- | 
losen Raum ausgezogen. Die Stromung soll das Leitrad im Punkt A verlassen. Dann wird sie, — 
da am Rande des Kernes ein stetiger Wiederanstieg des Druckes p; erfolgt, etwa auf dem strich- — 
punktierten Linienzug A B’ B” verlaufen. Wahrscheinlich wird aber in reibungsbehafteter Stré- | 
mung der Druck an der Trennflache so weit absinken, daB der Punkt B’’ mit dem im Minimum | 
der Kurve gelegenen Punkt B zusammenfallt. Die durchtretende Menge wird dann nicht vom _ |f 
Leitrad, sondern vom Ende des Abstroémraumes vorgegeben. Dann verlauft die Strémung im 
schaufellosen Raum nicht auf dem rechten, sondern auf dem linken Ast der ausgezogenen Kurve; 
also nicht auf dem Kurvenzug A B’ B, sondern auf dem Kurvenstiick AB unmittelbar. In diesem ~~ | 
Fall wird sich also der Kern hinter dem Leitrad fortlaufend vergréBern. Die Versuche scheinen — 
dies zu bestatigen, wie wir im nachsten Abschnitt sehen werden. 4 IRSA EE 


Dem hier geschilderten Druckanstieg am Innenrand der Strémung entspricht ein ahnlicher 
an der Nabe. Man kann so weit gehen und sagen, daf dort, wo ein Druckanstieg an der Nabe 
entgegen der Strémungsrichtung festgestellt wurde, Nabentotwasser aufgetreten sein muB. 
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9. Vergleich mit Leitradversuchen, Messungen an axialen und radialen Leitradern fir axial 
beaufschlagte Laufrader sind von mehreren Verfassern bekannt. W. Hartmann und CG. Korbacher 
haben in neuerer Zeit Versuche an axialen Leitradern und E. Meldau an einem radialen Leitrad 
durchgefithrt. Die in den Rahmen der hier behandelten Aufgabe fallenden Versuchsergebnisse - 
sollen mit der Theorie verglichen werden. : 


a) Versuche an einem axialen Leitradgitter von W. Hartmann. In der Ver- 
suchsanordnung! war der Leitschaufelaustrittswinkel a, =19°45’ und das Nabenverhaltnis 
R,/R=0,73. Die Schaufeln waren unverwunden. Mit diesen Daten war im Leitrad nicht mit 
_Ablésung an der Nabe zu rechnen (siehe Abb. 6), jedoch in dem dahinterliegenden schaufellosen 
Raum (siehe Abb. 14). 


’ Bei reibungsfreier Stromung miiB®te der Innendruck Pui am Leitradaustritt gleich dem Gegen- 
druck pa sein, also (py—py;)/(py —Pa) = 1. Bei reibungsbehafteter Strémung mite nach unseren 
Uberlegungen im vorigen Abschnitt p,; dem Punkte A, Pa dem Punkte B der Abb. 29 ent- 
sprechen. Fur die obengenannten Daten miBte danach (py —p,;)/(pp—pa)= 1,14 sein. Gemessen 
wurden bei mehreren Versuchen Werte zwischen 1,11 und 1,14. Die gemessenen Werte kénnen 
daher als eine gute Bestatigung unserer Theorie betrachtet werden. 


n 


b) Versuche an einem axialen Leitapparatprifstand von G. Korbacher. «) Ver- 
suchsanordnung. Hinen Langsschnitt durch den Leitapparatprifstand zeigt Abb. 30. Die 
Versuchseinrichtung? besteht im wesentlichen aus dem Einlauftrichter, dem axialen Leitrad 


“Abb. 30. Langsschnitt durch den Leitapparat-Priifstand. 


! 


\ 


a 


labentotwasser hinter dem Leitrad. Der gemessene Stromungswinkel in 


Ede 


4° angenommen. Damit — 


SSP fab ae rat are ND CN aie j 
einer gewesen sein®. Er wird im folgenden zu 4, =2 


feat Aaa Syne asta 5 ‘ oat 7 ; Re euds Be iy 
der Techn. Hochsch. Dresden, um den es sich hier handelt, ist in der in FuB- | 


itierten Arbeit ; vel. auch K, Bammert und ; Ms ; 
i Seb iz. Bauztg. 104 (1936) S, 277 fiir ebene Gitter, und K. Bam- — 
( ) 295 fiir rotationssymmetrische Gitter. paper NSH Sys 


25 
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oe 
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Abb. 31. Relatives Druckgefille in und hinter dem Leitrad 
mit geraden Schaufeln («,=24° und R | R=0,5). 


ist bei dem vorliegenden Nabenverhaltnis im Leit- 


rad keine Ablésung zu erwarten. Im Abstrém- | 
raum dahinter muBte sie allerdings einsetzen. 
Tatsachlich wurde sie in einiger Entfernung vom- 
Leitrad festgestellt; es bildet sich dann ein 
merklicher Kern aus. Der Vorgang scheint sich 
folgendermaBen abzuspielen: Der. durchfluB- 
bestimmende Querschnitt (Punkt B in Abb. 31) 
wird hinter der MeBstrecke liegen. Die ausge- 
zogene Linie in Abb. 31 stellt die Austrittskurve | 
far ¢, = 24° und R,/R=0,5 dar. Geht man 
von B aus in der Strémung zurtick, so wird der | 
Innendruck p; immer kleiner, wahrend gleich- 
zeitig der Kernhalbmesser abnimmt. Man be- | 
wegt sich auf dem Kurvenast B—A. Ist der | 
Punkt A erreicht, dann liegt die Strémung an; 


sie Andert sich von hier aus bis zum Leitrad 


nicht mehr. Das scheint kurz hinter dem Leitrad- 
austritt der Fall zu sein. 


Zahlentafel 1. 


Gemessene Strémungswinkel « und Staudriicke q hinter dem axialen Leitradgitter von Abb. 30. 


nAbsandder | 7 | 40 | 45 Sain ee 60 /| 68 | 0 75 | 80 
Leitradaustritt aie te oe Real <3 cas 

ial r/R | 0,500 | 0,563 | 0,625 | 0,688 | 0,750 0,812 | 0,875 | 0,937 | 1,000 
i Pa 2 25 25 as 85 25. | 98" |» 26 25 

q 176 | 166,5 | 1505 , 130°) 114 101 | 90,5} 71 

‘e | a i 05! 155: 26 26 36 26 B64 96 26 26 

q 0 158,5 | 147,5 |° 130. | .115,5-| 102 91 «| 10,5 

- Ban fees wae, eee hese 8 | ES i208) ch 7.S Oh, SR = Ope 

q O.| 19.5 baa b 1805") 41s. | iors «| 9-90 69,5 

ake a SE eee 27,5 28,5 28,5 | 28,5 28,5 28,5 28,5 

‘ . q 0 105 144i! | -°130 | lis | 101,5 |. 90,5 | 69 
| of tah 65.3, 186 25,5-<| ,28,5 291 29 29 <1, 529 29,5 

q - : : 


Hier Regen nun Messungen innerhalb der Strémung vor, und zwar ear ics in den einzelnen | 
Me®ebenen der Staudruck q in mm Alkoholsaule und der Strémungswinkel « tiber den Quer- i 
schnitt ermittelt. Die MeBwerte enthalt Zahlentafel 1. Das dem Quadrat der Umfangsgeschwin- 
digkeit (c2) proportionale Produkt q-cos?« ist in Abb. 32 tuber dem Halbmesser aufgetragen. - 
Aus den gemessenen Strémungswinkeln einerseits und der cu-Verteilung andererseits lassen sich — 
die Kernhalbmesser in den einzelnen Mefebenen unabhangig voneinander bestimmen. 
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Aus friher Gesagtem ist bekannt, daB sich bei der Bildung des Kernes der Stromungswinkel 
andern. mus. Umgekehrt kann man natiirlich auch aus der gemessenen Anderung des Stré- 
mungswinkels einen dieser Anderung entsprechenden Kern berechnen. Zahlentafel 2 enthalt 
die Winkel «, die sich in der Strémung bei Anderung des Innenhalbmessers einstellen. Fiir 
Ri/R= R,,/R=0,5 ist tberall «=«,=24°. Nimmt der Kernhalbmesser den in der ersten Spalte 
angegebenen Wert an, so kénnen aus der dritten Spalte die im Achsenabstand r/R (zweite 

'‘Spalte) auftretenden Winkel « entnommen werden. Umgekehrt kann, wenn an einer Stelle der 
Achsenabstand und der Strémungswinkel gemessen wurden, mit Hilfe der Tafel das zugehdorige 
R;/R bestimmt werden. Die so fiir die verschiedenen MeBpunkte einer Ebene erhaltenen Werte 


wurden gemittelt. Die Mittelwerte der einzelnen MeBebenen ergeben den in Abb. 33, Kurve a, 
gezeigten Verlauf des Kernes. 


Nun kann man noch ein anderes Verfahren zur Bestimmung des Kernhalbmessers heran- 
ziehen. Innerhalb der Strémung mu die Umfangsgeschwindigkeit vom AuSenrand zur Nabe 
hin zunehmen, jedoch innerhalb des Kernes, der etwa mit konstanter Winkelgeschwindigkeit 
umlauft, in der gleichen Richtung abnehmen. Sie muB also an der Grenze , otromung—Kern“ 


_ Zahlentafel 2. 


Strémungswinkel hinter einem axialen 
 Leitrad mit geraden Schaufeln 
bet a,=24° und R,;/R=0,5. 


R oy, = 24° 
Hie x 


29,15 
28,86 
28,66 
28,48 
28,43 
28,49 » 


HS; SONY Oe 55 OD, 
Abb. 32, Der Verlauf der Staudriicke der Umfangsgeschwindigkeiten 


iiber den Halbmessern in den verschiedenen MeBebenen, 


/ 


minentHoe. wert erreichen. Die den Héchstwerten entsprechenden Halbmesserverhaltnisse sind 
Es an extnommen und in Abb, 33. aufgetragen (Kurve b). Zu ek ie 
_Ermittlung der R;/R-Werte ist noch folgendes zu bemerken: Zur Bestimmung oH a ees 
ae verhaltnisse Ri/R werden hierbei ausschlieBlich die kernnachsten Schichten der ape Se eran 
By gezogen. In diesen macht sich natirlich der Einflu8 der Reibung am starksten ae cae BO; 
® dab die Umfangsgeschwindigkeiten hier schon merklich abgebaut werden. Bei wirklic ie Neat: 
a beiten werden also die Héchstwerte nicht an der eigentlichen Kerngrenze auftreten, sondern be- 


\ 
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reits in die Strémung hineinreichen. Damit wird man nach dieser Methode stets etwas zu hohe 


Werte erhalten (vgl. Kurve a und 6 in Abb. 33). j 
y) Der Wiederanstieg 


1m Ri des Druckes. Wie: wir ge- 

708 80 sehen haben, bleibt der Druck 

Lie pi ander Grenze ,,Stromung —. 
es Kern“ bei reibungsbehafteter 
‘ Aue Cait el (oat 70 -Flissigkeit nicht konstant, 


2. due Der APA Opn Nat sondern nimmt entsprechend 


dem Kurvenzug A B (Abb. 31) 

zu. Der Druck in den Punk- 
i ten A und ’B, also unmittel-_ 
bar am Anfang und Ende des 

Kernes, wurde nicht gemessen. 

50 Bekannt ist aber der Druckver- 
lauf in den dazwischenliegen- 

den MeBebenen und damit an 

Eola ey regis lg IAN diesen Stellen der Druck, am 
20 40 60 80 100 120 140 760mm Rande des Kernes. Es genugt 
Abb. 33. Ausbildung des Nabentotwassers hinter dem Leitrad. fir den Vergleich zwischen Mes- 

sung und Theorie, die beiden 

voneinander am weitesten entfernten Ebenen zu betrachten. Nach Zahlentafel 1 der in FuB- | 
note 2 von Seite 367 zitierten Arbeit ergibt sich in der MeBebene M25 fiir R;/R=0,52 der Wert 
- (Po—Pi)os= 192 mm Alkoholsaule; in der MeBebene M150 war bei Rj/R=0,635 der Wert 
~ (Po —Pi)150 = 156 mm AS. Daraus folgt (py — pi)os/(Po — Piis9= 1-23, wahrend nach Abb. 31 der 
Wert 1,32 zu erwarten gewesen ware (die Lage der Kernhalbmesser der einzelnen MeBebenen 

ist in Abb. 31 auf der ausgezogenen Kurve durch kleine Kreuze markiert). 

Bei unseren bisherigen Betrachtungen wurde der Abfall des Gesamtdruckes Po durch die 
Reibung nicht beriicksichtigt. Tatsachlich tritt aber auch in der eigentlichen Stromung ein 
Unterschied zwischen dem ortlichen Gesamtdruck p, und dem urspriinglichen Gesamtdruck pg 
‘aut, Er betragt im Mittel 3 mm AS in MeBebene 25 und 10 mm AS in MeBebene 150. Beriick- 
sichtigt man das, so erhalt man \(p,— Pi)25/ (Pg —Pi)aso= I 30, ein Wert, der mit dem oben mit- 
geteilten theoretischen identisch ist. 

Da am Auenrand des Kernes die Geschwindigkeit nach GréBe und Richtung mit der der 
- Strémung itbereinstimmt, wird am Kernrand in diesem eine Axialgeschwindigkeit in Richtung 

; der Stromung auftreten. Als Folge davon wird, da im ganzen 
im Kern kein Massentransport erfolgt, an der Nabe eine riick- 
laufige Axialbewegung vorhanden sein miissen. Es werden sich 
also im Kern Ringwirbel nach’ Art der Abb. 34 ausbilden miis- 
sen. Als Folge davon wird der Druckanstieg an der Nabe anders 
verlaufen als am Kernrand. Zwischen den MeBebenen 25 und 150 © 
_zeigte sich im vorliegenden Versuch ein kleinerer Meiers als 


: =; 34. Riickstrémung an der Nabe. am Kernrand. Er betragt an Keg Nabe 1S; 
} 7 ‘ 


ce) Versuche an einem radialen We ccatuierey von E. Meldau. “oh Meth eluate ore 
hung. Einen Schnitt durch den Ver: rsuchsstand! zeigt in schematischer Form Abb. 35. Das 
Wasser strémt durch die radialen Leitschaufeln, die in enger Teilung angebracht sind, um 
_achsensymmetrische Strémung zu erzielen. Die Schaufeln kénnen verstellt und damit der Drall — 
der Strémung verandert werden. Hinter dem Leitrad wird das Wasser in axialer Richtung. um- ° 
gelenkt und gelangt in das zylindrische Saugrohr. An-dessen Ende ist eine axial verstellbare 
Drosselplatte angebracht, mit deren Hilfe die durchflieBende Wassermenge geandert wurde. 
Die Strémung wurde in mehreren Saugrohrebenen ausgemessen. Wir vergleichen unsere Rech- ; 


nung mit den Messungen der in Abb. 35 ejb seneielietam ‘MeBehene. 

; yt f * 

ap) Der Totwasserkérn. Aialich wie bei unserer, Auswertung der Kerhadieachos Ver- 
suche kénnen wir auch hier die Kernhalbmesser aus den gemessenen ‘Stromungswinkeln be- — 


stimmen. Dies wurde fiir drei See durchgefahrt. Da die Stromungswinkel Oy beim Austritt 


b aus den Umtangsgeschwindigkelten 


an 
eee mre 


- 1 Siehe Fubhnote 2 von S. 20% Sui peRer Rr eden Secu rigid Salt Sure ag LON eee 
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Zahlentafel 3. aus dem Leitrad wber die Schaufel- 


Auswertung von Strémungsversuchen hinter einem radialen héhe nicht konstant waren, wurde 
Leitradgitter. fir die folgende Berechnung von 

——————. jedem Versuch ein Mittelwert be- 
Versuch Nr. I | II Ill stimmt, der in Zahlentafel 3 ein- 
SC or getragen ist. Genau so wie fir 
oy OL BUM eae SOT BUG 20° axiale Leitrader lassen sich auch Be- 


$$ ~ ‘s Maat y Scar var ziehungen zwischen dem Kernhalb- 
C=R/2h tg «, 0,707 | 1,245 | 2,931 messer und dem Strémungswinkel 

SS leat fir das radiale Leitrad ableiten. Aus 
31° 20° den Gleichungen (39), (40) und dem 
: Drallsatz in der Form c,pR=c,, R 


oR 97° 30’ 43°50’ 


Ri/R 0,308 0,404 0,592 : 


| erhalt man 
Ree eG le 2h tg o I 

R;/R) mi Sls Oana ceva Onan ate ees 
(Ri/R) min 0,545 0,635 eae tg oR ae = (B : 

hee ; Ke 

apo Pian Opi see Osh ds 0.80." ° Paria 1 

Po Pi wares | ayes Qe teat R ae 
: Ve) ( 
® 


Mit tg a, und den aus Abb. 35 ersichtlichen Konstruktionsdaten R und h werden die in Zahlen- 
tafel 3 aufgefihrten Konstanten C erhalten. Aus der gemessenen Geschwindigkeitsverteilung 
kann nach der Beziehung 


tg oR = = = (45) 
der von der Randgrenzschicht unbeeinfluBte Strémungswinkel ap bestimmt werden. Daraus 
ergibt sich nach (44) das Verhaltnis Ri/R. Die Werte sind in Zahlentafel 3 eingetragen. Damit 
lassen sich die theoretischen Axial- und Umfangsgeschwindigkeiten berechnen. Fiir den Ver- 


gemessen 
—--- gerechner 
Gg nis od 


Drosselplatte 


Abb. 35. Der Versuchsstand mit radialem Leitradgitter. \ Abb. 36. Umfangs- und Axialgeschwindigkeiten in Abhangigkeit 
: } ‘ vom Halbmesserverhiltnis bei Versuch I. ; ’ 
ia : 


such I sind diese Werte gestrichelt in Abb. 36 eingetragen. Zum Vergleich zeigen die ausgezogenen 
Kurven die unmittelbar gemessenen Werte. Wie bei den Auswertungen der Korbacherschen 
Messungen stellt man auch hier fest, da®B der Hochstwert der gemessenen Umfangsgeschwindig- 
keit gegeniiber der aus den Winkeln berechneten Kerngrenze nach aufen verschoben ist. 


' 
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y) Der Einflu®B der Drosselplatte. Ohne Drosselplatte hatte sich bei reibungsfreier || 
Flissigkeit das Halbmesserverhaltnis (Ri/R)min einstellen miissen. Diese aus Abb. 28 entnom- _ |] 

menen Werte sind gleichfalls in Zahlentafel 3 eingetragen. Sie sind stets gréBer als die wirk- 

lichen Halbmesserverhiltnisse. Die Stromung bewegt sich unter dem EinfluB der Drosselplatte 

immer auf den linken Asten der Kurven fiir das relative Druckgefalle. Ein Ma8 fir die GroBe 

der Drosselwirkung ist das Verhaltnis des tatsachlichen relativen Druckgefalles zu seinem 

‘ Minimalwert. Dieses Verhaltnis gibt an, um wieviel der Druckunterschied bei fehlender Drossel- 
platte kleiner sein kénnte, um denselben DurchfluB zu erzielen. Das Verhaltnis dieser beiden. _ 
relativen Druckgefalle enthalt Zahlentafel 3 ebenfalls. | 


10. Zusammenfassung. Unter Zugrundelegung einer reibungsfreien Flissigkeit lieB sich eine |} 

Theorie entwickeln, um das Totwasser, das sich beim Durchstroémen von axialen und radialen 

Leitradern an der Nabe bilden kann, zu berechnen. Dehnt man die theoretischen Untersuchungen 

Tk auf Drallstrémungen bei wirklichen, Fliissigkeiten aus, dann zeigt sich, daB die Rechnung mit 

reibungsfreier Flissigkeit etwas zu grobe Totwasserabmessungen liefert. Der Vergleich mit be- 
kannten Leitradversuchen bestatigt dies. Streng gelten diese Beziehungen fir den freien AbfluB =| 
der Drallstrémung, wo also hinter dem Leitradgitter kein Hindernis den Verlauf der Stromung 
stort. Hier kann das Auftreten und das Ausma8 des Nabentotwassers fiir beliebige Nabenver- 
haltnisse und Strémungswinkel vorausbestimmt werden, eine Tatsache, die besonders geeignet | 
ist, wenn Leitradgitter ausgelegt werden. Rechnet man dabei reibungsfrei, wie das ja audh | 

bei Anwendung der Bernoullischen Gleichung und des in der Praxis so sehr bewahrten Drall- 

satzes der Fall ist, dann erhalt man in guter Naherung den Verlauf der wirklichen Strémung. 


i 


(Eingegangen am 19. November 1948.) 
Anscbrift des Verfassers: Dr.-Ing. Karl Bammert (22a) Oberhausen-Sterkrade, Bahnhofstr. 66. 
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Zur Statik und Kinetik der Tragerroste. 
Von S. Woinowsky- Krieger. } 


1. Einleitung. Bei neuzeitlichen StraBenbriicken werden immer hdaufiger lastverteilende 
Quertrager verwendet, die zwar keine bedeutende Materialersparnis erméglichen, wohl aber 
eine Reihe anderer wichtiger Vorteile bieten. Vor allen Dingen verteilen sich dabei die schwersten 
in Rechnung zu stellenden Fahrzeuge auf mehrere, statt nur auf die beiden nachsten Haupt- 
trager. Auf diese Weise laBt sich eine nicht unwesentliche Verringerung der Briickenbauhéhe 
erzielen, besonders dann, wenn héhere mittragende Randhaupttrager zur Verfigung stehen. 
Auch ist der hochgradig statisch unbestimmte Tragerrost wenig empfindlich gegen gelegentliche 

_Uberbeanspruchung  einzelner Tragerquerschnitte; selbst Grtliche Zerstérung eines Haupt- 
tragers braucht den Bestand eines solchen Tragwerkes noch nicht unbedingt zu gefahrden. 
SchlieBlich wird durch die kontinuierliche Bauweise der Quertrager eine einwandfreie Aufnahme 
der an den Anschliissen auftretenden Stiitzmomente gewahrleistet, wahrend die tblichen, zwar 
gelenkig gedachten, in der Ausfiihrung aber meist steifen Anschlisse in dieser Hinsicht wenig 
befriedigend sind. ; ~ 

Die exakte Berechnung von Tragerrosten mit vielen lastverteilenden Quertragern ist im all- 
gemeinen eine recht mithsame Angelegenheit. Oft zieht man es deswegen vor, die Grundlagen 
fiir die Bemessung derartiger Tragersysteme sich auf dem Wege von Modellmessungen zu ver- 
schaffent. Bei allen seinen Vorziigen kann ein solches Verfahren nie allgemein genug sein, um eine 
einigermafen allgemein gehaltene Theorie vollstandig zu ersetzen. 


_Das im folgenden entwickelte Naherungsverfahren ist auf zweiseitig gelagerte Tragerroste 
mit einer nicht sehr geringen Anzahl von lastverteilenden Quertragern anwendbar und liefert 
bei maBigem Rechenaufwand die Schnittkrafte des Tragwerkes mit einer Genauigkeit, die in 
der Regel selbst fiir die endgiltige Dimensionierung der Trager ausreichen durfte. Will man auf 
eine strenge Berechnung des Tragerrostes. dennoch ‘nicht verzichten, so gibt die Naherungs- 
methode jedenfalls ein Mittel in die Hand, — 
die zur Festlegung der Steifigkeitsverhalt- 
nisse doch notwendigen Vorberechnungen | 
ohne viel Mithe durchzufihren. 


Wir betrachten den in Abb. 1 darge- 
stellten Tragerrost mit Haupttragern im 
Abstande b und _ lastverteilenden Quer- 
-tragern im Abstande a voneinander. Die 
_x-Achse sei parallel zu den durch die Ord- 

nungszahlen k=1, 2,3,... * gekennzeich- 
neten Haupttragern gerichtet. Beziiglich’ 
‘der Beschaffenheit des Tragerrostes wollen 
wir die folgenden Annahmen treffen: _ } 

1. Die auBere Belastung greift ausschlieBlich an den Haupttragern an. Dies kann auch mittel- 
_bar, beispielsweise durch gelenkig angeschlossene Zwischenquertrager geschehen, doch zahlen 
diese letzteren jedenfalls nicht zum statischen System. \ 

_. 2. Die Eigenschwingungsformen der Haupttrager werden als bekannt vorausgesetzt. 
3. Der Torsionswiderstand simtlicher Trager des Rostes wird vernachlassigt. 
4. Die Biegesteifigkeit der kontinuierlichen Quertrager wird durch einen gleichformig uber 
der Haupttragerlange verteilten Biegewiderstand einer durchlaufenden drillungsfreien Platte 
_ersetzt. ‘ = phys : ae ‘ . 
, i Wie ein Vergleich mit den Ergebnissen einer exakten Berechnung zeigt, erweist sich diese letzte, 
fur die Begriindung der Naherungstheorie tiberaus. wesentliche Annahme bereits bei drei bis 
vier lastverteilenden Quertragern als praktisch berechtigt. Liegt hingegen ein Tragerrost mit 
"ganz wenigen Quertragern (Felderzahl m= 2 oder 3) vor, so laBt sich das strenge Berechnungs- 
-verfahren so einfach gestalten, daB eine Naherungsmethode iberhaupt nicht angebracht er- 


Abb. 1. Grundri®B des Tragerrostes mit dem Koordinatensystem. 


} 


2 aE f Evonkords Die vereinfachte Berechnung zweiseitig gelagerter Trigerroste. Berlin 1939. 
2 we J TS ot ee > Sah peg ~ (i om ; 


ry 
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scheint. Bildet ubrigens die Fahrbahnplatte statisch einen Bestandteil der Tragergurtungen, 
} so kann die unter 4) getroffene Annahme dem wirklichen Verhalten des Brickentragwerkes ebenso 
nahe kommen wie die Voraussetzungen der tiblichen Tragerrosttheorie. 


2. Grundgleichungen. Es sei EJ, die als konstant vorausgesetzte Biegesteifigkeit eines 
Haupttragers (k), Y:(x) seine Durchbiegung unter der gegebenen Belastung P;(x) und schlieB- 
lich My(x) das Biegungsmoment der lastverteilenden Platte iber diesem Haupttrager. Liegt zu- 
on nachst ein mittlerer Haupttrager vor, so kommen wir in Anbetracht der beiderseits dieses 
Tragers auftretenden Querkrafte der Platte zu der Differentialgleichung ; 

d*Y;, Mn—-1—2.My+Mesi — - ‘ 
ea b (1) 
Beim Randhaupttrager kommen nur Querkrafte an der Innenseite des Tragers in Betracht. 
Fur den Haupttrager k=1 lautet also die Differentialgleichung 
d*y. M,—M. 
ce MAD 5 OS : (2) 
SchlieBlich benutzen wir die fiir ein beliebiges x im Bereiche 0 =x / giltige Clapeyronsche 
Gleichung von der Form : . 


M,-1+ 4 Mit+ Misi. =— 


EJ = P, + - 


BS =P 


6EJqm 
| en bed . 
worin J, das Tragheitsmoment eines lastverteilenden Quertragers sein soll, so daB der Wert 
J, m/l die Biegesteifigkeit der gedachten lastverteilenden Platte je Langeneinheit des Haupt- 
tragers reprasentiert. Mit @n(x) sei noch die zum Schwingungsproblem des Haupttragers (als 
Einzelsystem betrachtet) gehérige Eigenfunktion von der Ordnung n bezeichnet. Wir setzen 
dann | 


(Yp-1— 2 Ye+ Yueyi), (3) 


Yi(x) = > yen Qn (X) 5 . (4) 


Die hierin enthaltenen Entwicklungsbeiwerte Pkn dirfen als bekannt gelten, so daB unsere 
weitere Aufgabe im wesentlichen auf die Bestimmung der Beiwerte yin und men hinauslauft. 

: Versteht man nun unter Arn den zur Eigenfunktion ya (x) sowie zum Haupttrager (k) gehoérigen 
Eigenwert, so gilt definitionsgemaB \ ‘ 


Set a EJi 


d* pn | 
Txt Aen Pn (7) 


- 


ei Geht man jetzt mit den Ansatzen (4) bis (6) in die Gleichungen (1) bis (3) ein, so erhalt man 
mit Rucksicht auf (7) das folgende, fir jedes n giiltige System von Beziehungen: 


 Mk—1,n ae 2 mk, n + Mk+1i,n 


ae me Arn 1 ries n ie: 4 oy 
% 3 oe Besos, ee -? (8) § 


nasa Rh \ Nas din ¥1 =Prt— rire hae > 3 oe , (9) 
6E Jqm ; as time hen « one fe Sar ; a 
it oe a Bee (Ye— 1.0 — 2 Yen + Ye+1,n) = Mint 4 Min + Meine Se 


IY, 5 pape 


wird man offensichtlich mit dem Ansatz __ 


Pn = sin 


nx coe nigt EJ; 
Ms on = ; 7 
‘f 


: Togt 7 (sabi ea ata tir uae dark. (UES 
ees u ine it Hora fa = Sa : ; Aaa | Be ec 4 
_ auskommen. Im Falle eines an den beiden Enden eingespannten Haupttragers empfichlt 
es sich, das.Achsenkreuz zunachst in der Weise zu verschieben, daB die Haupttrager-Auflager _ é 


1 


- in der Form 


_ anschaulichen und dabei eine ganz beliebige 


_Belastung der linken HAlfte der Briicke (Abb. 2c) 
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durch x= +1/2 festgelegt sind. Dann gilt 


Qn = Gin 3 sin “ne + sin 3 Sin “ Sane ath lei 5 sos | 
Qn = Sof 3 cos =~ + cos = Oj =~ fiir 7 = 254,650 46 i 
wobei die Werte x, durch die Gleichungen 
tg Tg = 0 baw, tg + Bg * 0 (13) 
und die Eigenwerte durch den Ausdruck 
Ane = eee (14) 


gegeben sind}. 

Die Auflagerbedingungen an den Enden der Quertragerziige sind beim zweiseitig gelagerten 
Tragerrost bereits durch die Beziehung (9) ausgedriickt. Bedeutet dann r die Anzahl der Haupt- 
trager, so stehen den r Beiwerten mx, sowie den r—2 Beiwerten y; als Unbekannten r—2 Glei- 
chungen der Form (8), 2 Gleichungen der Form (9) und schlieBlich r—2 Gleichungen der Form 
(10) gegeniber. 

Das Verfahren zur eigentlichen Auflésung der Differenzengleichungen (8) bis (10) hangt 
wesentlich von der Art des vorliegenden Tragwerkes ab. Zwei Aufgaben, die Gelegenheit zur 
Anwendung von zwei verschiedenen Methoden bieten, sind Gegenstand der Abschnitte 3 und 5. 


3. Tragerrost mit wenigen Haupttrigern. Die r Haupttrager des zweiseitig gelagerten Trager- 
rostes nach Abb. I seien gelenkig gestiitzt. Es sei J das Tragheitsmoment eines mittleren Haupt- 
‘tragers, J, dasjenige eines Randhaupttragers, und es sei ferner 


Sie eis (15) 
Setzt man noch zur Abkirzung 

wv ES we Sy ' EJ’l 16 
g- 2S ye eS Oe =, (16) 

so nehmen die Grundgleichungen (8), (9) und (10) in Anbetracht von (11) die Gestalt 
nAwyyn = pel + (my_1—2me + m+1) >> (17) 

1 4 

n* 1 ¥y = Pyl+ (m,—m,) ey (18) 
= 2 . (V¥e-1 —2¥e+ Yuri) = _1 + 4m, + m1 (k= 2, 3,..., 7-1) (19) 


an. Die zweiten Zeiger n bei yx, px und m, wurden hier der kiirzeren Schreibweise wegen unter- 
driickt. Das eventuell vorgeschriebene Kragmoment am Randhaupttrager (1) schreiben wir an 
/ m,=—pob. (20) 


Wir wollen den Gang der Berechnung am 
Beispiel einer Briicke mit 4 Haupttragern ver- 


ins Auge fassen. Als erstes soll diese Belastung 45 Le Be we Vay 
in einer hinsichtlich der Briickenachse symme- “7 | ze | Z i Z { 2 
trischen und antimetrischen Anteil zerlegt wer- 5) 


den. — : 

Der symmetrische Belastungszustand nach 
Abb. 2a liefert mit Ricksicht auf y;= 2 und 
m,=m, die Gleichungen 


4 Mes si 
nm Yiyi= 2 ats a oe 
ib 
nt Pal vol tial. (21) 
ie REET a NEY 
6 y’b ne ob Abb. 2. Symmetrischer, antimetrischer und resultierender Belastungs- 
. (y 5 eae 2) - Pe 2b My =~ : Oortad des Tragerrostes mit 4 Haupttragern. 
i ‘ * 


"1 Die Werte x, findet man z. B. im Handbuch der Physik, Bd. 6, S. 361. Berlin 1928. 
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Der antimetrische Zustand nach Abb. 2b fuhrt wegen Y,=—Y, und m,=—my, auf das Glei- 


; chungssystem 
Det Pyl m 
| nw, yy 5 = a : ’ 
| l 3 m1 


6y’b 1 
» e (v1 —3 ye) ze 3Mz - 


l 2 


Zur Auflisung jeder der beiden Gruppen (21) und (22) von Gleichungen gentigt es, die 

Unbekannten y, und y, aus den beiden ersten Gleichungen einer Gruppe in die dritte Gleichung 

einzusetzen, wonach m, bestimmt wird. Die Addition der beiden Teillésungen ergbit dann die 

‘ Gesamtlésung. Unter (27) bis (32) sind die auf diese und ahnliche Weise gewonnenen Formein 
h zur Berechnung von zweiseitig gelagerten Rosten mit 3 und 4 Haupttragern zusammengestellt. 


pe Fir die Durchbiegung eines empl ragee (k) eo dann allgemein 
Y;, = >, Ykn Sin = ew ( (23) 
Die zugehérigen Biegungsmomente sind 
/ 2 ee lice 
ee Wie es Batali Be n2 Vn sin 


It Xx 
( Fe 


und der Naherungsausdruck fiir das am Haupttraiger (k) auftretende Stiitzenmoment eines: 
Quertragers mit ha Ortskoordinate x lautet! 


(24) 


t 


setae aa ee M;, =a ey Mn Sin “= ; ; r as ~ (25) 
Wir machen schlieBlich von den Bezeichnungen 
7 ¥ tes y’ oe mJq? es y’ wy m Jql® ‘ 
| a EE Ly | eS) 
= Gebrauch und bemerken hinsichtlich der nachstehenden Ausdricke, daB die in den Klammern 


stehenden Beiwerte y und m sich auf die eingeklammerten (unteren) Vorzeichen beziehen. 


Babe coy, 4 


a) Briicke mit 3 Haupttragern: She. ‘ ‘ “ 
=f (6.0-+n') pin +60 Pon +1,5 Pon a > t 1 I4 ; 
Yin (Yan) =| Wa ee 60+3B +nt es) (Pin Pon) | onan ED, ts 2S (27) 
; ; ges 6 BPin+(6 B+2n*) Pon—3 n4 Pon It ‘ ' (28) 
fe 6a 3B tnt lint ES’ U 
— _ 3BPin~6% pon + (6%+3 B—0 ud b i, . 
: se eanr 6a + 3B+nt Ze (29). 


‘b). Britcke mit 4 Haupttragern: 


(4+ n4) Pin +% Pan tM Pon + (184-04) Pint 6 Pan $12 thn) Pen) ec 
a+B+ ent (ae ~18«4+26-+n4 taint ES,’ 


Def 


ue $f Wel? nt Wis (Yan) = 


(30) 4 


jee 
7 


ae : m3 Pa (y = Dears ee a 6B Pint (28-2!) pant (48 — =) Pon | It : 31 
Ee oa aaa te a ‘ a+B+ ent Seale 18«+26+n! Ba ET’ ( ) 
(ong,) = — [ BPin— 2 Pan H@+B—4 Pon 4 26 Pin—6 Pan +(60-+2 B— 414) Pon} b : 
Mg, (1125) —| a+ B+ Rr! (Fee LEAN yas s 5p 7 = 7A88) 


_ Was die Beiwerte Pn anhetrifft, so ist a Falle einer Einzellast P an der Stelle x=é des 

Haupttragers (k) ve, ? 3 

es - é / t Eos Bs. 2; P 3 naé& 2 2 +f WG 
aan ye 7 re 1 a PACS et SD) 


tae den Ausdruck 


1 Eine etwas genauere Formel erhalt man aus (25), - wenn man das ; sin 


re Ae f a LTsin 2% (x—a) +10 sin “a i sin“* eta] 
ersetzt. Der Unterschied Ist * svakticcw so unbedeutend, ee die - ‘Benutzung der -exakteren Formel sich 


\ kaum lohnt. 
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anzunehmen. Die Beiwerte fiir die nach einem beliebigen Gesetz Px (é) verteilte Belastung sind 
demgemaB 


I 
2s f * 
Pin = 7 f Pele) din Hi qe (34) 
0 

Soweit es sich um die Erfassung der Kragarmbelastung handelt, verdient noch die Aus- 
rechnung der Summe (25) eine besondere Betrachtung. Greift am Ende eimes Kragarmes mit 
der Ausladung b eine Einzellast, P mit der Ortskoordinate =x an, so ergeben die Gleichungen 
(25), (29) und (33) fir das Quertragermoment an dem mittleren der drei Haupttrager den 
divergenten Summenausdruck 
Pab ¥> 0,5n4—6a—3f 

Lm nét6a+3B 

Jm Sonderfall unendlich steifer Haupttrager gilt nun einerseits die vorstehende Summe, 
sofern hier <=/=0 gesetzt wird; andererseits ist dann nach der Theorie des Balkens auf drei 
starren Stiitzen einfach M,— Pb/4. Wir haben also im Sinne der Gleichung (35) 

Ph OPab St nae 

: ap es Lo 
Bilden wir nun die Differenz der Summen (35) und (36), so kommen wir zu dem Ausdruck 
| Ph 9Pb2a+f) Sr sin? | (37) 
; 4 ‘ 2m — mt +6a4+38 ? 3 
der sich bequem auswerten laBt. In ahnlicher Weise kénnen wir im Falle eines Tragerrostes mit 
4 Haupttragern verfahren, 


4, Numerisches Beispiel. Die Genauigkeit der soeben entwickelten Naherungsformeln wollen 


Ma = 


sin? as (38) 


(36) 


n=1 


Bess M, = 


wir am Beispiel einer Briicke mit 4 Haupttragern beurteilen. Die Grundrif®maBe des Trager- | 


rostes seien ae F232 m, b =2,5 m, ee =1/4 =8 m, a 
und die relativen Tragheitsmomente der Trager mégen betragen © 
J = 6000, Ji = 10000, =» J 183: 


Die mittels der Formeln (24), (30) und (31) berechneten und in der Tabelle 1 zusammengestellten 
Haupttragermomente gelten fiir den Querschnitt in Tragermitte (x=1/2) und fir die Belastung 
durch’ eine Einzellast P=1 einmal in der Mitte (€=1/2) des Randhaupttragers 1 und dann in 
der Mitte des Haupttragers 2. Unter Beriicksichtigung von nur drei Reihengliedern (n= 1, 3, 5,) 
ergeben sich fir die Momente der 4 Haupttrager zunachst gewisse Vorzahlen Tt, Nun ist die 
Summe der Biegungsmomente aller Haupttrager der Briicke bei der angenommenen Lasten- 
stellung Ait Riga . a £eS2i0 ts 
ss | : > Me = “7 = 8.00. Ba | 
Die Restglieder n=7, 9,... lassen sich jetzt am einfachsten in der Weise beriicksichtigen, daB 
man fiir die endgiltigen Momente einfach oe . : 
at : ee TM =  800— < : 
me Me = Shit Mk = 745 ecole Me ees (38) 
setzt. Diese Korrektur ist in der nachstehenden Tabelle I ebenfalls durchgefihrt und die ver- 
besserten Momentenwerte Qt, sind den Ergebnissen Nt, der exakten Berechnung? gegeniiber- 
gestellt. Gaya OPIN SA Ses en’ 


3 eee Mabelle Tr =: oat 
2. _ P=1 iber Mitte ‘4 /P=1 iiber Mitte 
aime his 7 cal ~~ _Haupttrager 1 _ _Haupttrager 2 . 
v S ; | ys atas-s ¢ ; fy gi iy : M, : : 7 / My, : Mi, Mi, M, 
Siena be sh O2Fs 16,68 6,70 | 2,74 | 2,94 2,92 °° 
eae EES ey eae ieee 1,76 |) 1,74. | 2,68 2,82 | 2,84 
. [2 rian 00. 04a | 04 TOC age SP) pO BT oe 
1 a a a canara —0,81 | —0,87 | —0,86+| 0,65 0,70 | 069 — 
Bee se op 7,45 - i 1345 A ne 


— he fae A a oy : 7 
1 -Vgil. Stahlbau-Kalender 1934, S. 342. Berlin 1943. — 


; ts Gi cs os aay 
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In Abb. 3 ist noch die nach (25) und 

(32) berechnete QuereinfluBlinie fir das 

eae iss) ~0, 156 |- 0,158) am Haupttrager 2 auftretende Sttitzen- 

= 9205 1 moment des Quertragers x=1/2 aufge- 

; tragen. AuBer dem nach der Naherungs- 

theorie, und zwar mit Beschrankung auf 

9,061 (0,080) die Glieder n=1, 3, 5, errechneten Ordina- 

ten sind (in Klammern) noch die Werte 

der exakten Theorie angefiihrt. Wie man 

sieht, gentigt die Genauigkeit der mit be- 

a scheidenem Rechenaufwand gewonnenen 
genie Abb. 3. QuereinfluBlinie fiir das Stiittzmoment am Haupttrager 2 


des Quertragers x=1/2 mit den nach der Naherungstheorie und Naherungsergebnisse allen y praktischen— 
(in nay nach der Liat ihm Theorie berechneten Ordinaten. Anforderungen. £ 


es 5:35 — fa 


5. Trigerrost mit sehr vielen Haupttragern. Den Eormeln (27 bis (32) eaves Ausdriicke 

lassen sich ohne Schwierigkeit auch fir Tragerroste mit 5 und 6 Haupttragern aufstellen. Bei 

sae sehr vielen gleichen Haupttragern liegt es indessen nahe, die Differenzengleichungen (17) und 
(19) durch allgemeine Ansatze zu befriedigen suchen. 

Wir beschranken uns auf den Fall unendlich vieler Trager k=1, 2, 3,..., von denen 

nur der erste Trager (k= 1) belastet werde, wahrend der Zustand der Trager im Bereich k < 1_ 

zunichst ceinegetat sei (Abb. 4). Firk 22 pelcn dann die beiden Differenzengleichungen (17) — 

: { und (19), sofern nur in (17) | 

. 3  ~p, =O gesetzt wird. Geht man _ |} 

fee mit den aus (17) gewon- jf 

enen Ausdracken fiir ye_1 | 

und yx; in (19) ein und be- |} 

achtet noch den durch (26) | 

definierten Festwert «, so er- | 


-+—b 
halt man fir die Beiwerte m, 


apes 4, Noierdatiants durch einen Triigerrost mit sehr vielen Haupttragern 
he shise i und einem belasteten Haupttriger he der Reihe (25). die Differenzen- 


: | ‘ | gleichung 
6 amy a+(n* —24 a) my_1+(4n4 +36 ~) m, + (n*—24 «) My 1 +6 amy 2 Pigs t ei i 
‘Setzt man é : : he sen 
eG 7 vom ey ee a 
eg \ 7 mit K(e) > 0 und bedient sich noch der Bezeichnung bes rom ? 
eee Yariess ae ie = hoe ‘nt ~ nf Jb ; i a ‘|| 
NE Bh AN ( iN aly as eh 24m i : : (44) : 
50 lerhalt man far 0 die Gleichung . Sah oe #6) ra tok 
Pea ee. Wide at ay sta? gt 2(u—1) Gof g+ 4y+1 = 0. pat each A 
_Es ec somit Py ie yay Bs: | Bhs cS a 
AN Ae hae Gig=l-p ee ab pect t) aS hk pe (43) 
Die weitere aes der Aufgabe Chee sich nach dem Wert des Steifigheitsfaktors ‘bs Es 
‘ sind folgende drei Falle moglich: yer Sigh Sea aires: © 


a) a = 6. In diesem Bereich ist car o< 0. Setzt man Reuinay 0= Te mit reellem oO, so ergeben 
sich fir ( Cojo die beiden Wurzeln a0 


aa Ste Gio =w—-14+ eae hon =u “1 Vis 6H mee Ste 

i Hier folgt der fir k= | giltige Ausdruck . et wae = G Rees : ; : ae oe 
PIG SOE SOS romp eVED Cag ph RS e ee: 

ie ‘mit den TWiesrseicdekonstanten C, und Ge Der Wert Yk (fe ee =2) i ist nun ae (ay gegeben, 
_worin natiirlich | pr=0 bleiben mui, — WR Bets ek eas ye 


aS ieee 6. Nimmt man wieder: a eae an, so exhale man fiir die D 1 Wart i 
‘und: die tugehorige pee hat die Form <)> :.5 So Wie ree oppelwure et 905 f 


A Sine fF : mr =(C 1 HGgk)ebe 1) Kea 
= 2.20243, ound REY. SVs ) | (a eh 


Pe) es ‘ Y uy . : See ga teres tee CAS itl nie Ws et, A 


“2 4aB). 
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c) “<6. Bei den niedrigsten (und somit den ausschlaggebenden) Werten n fallt die Zahl u 
meist in diesen Bereich, der deswegen eine mehr ins einzelne gehende Betrachtung verdient. 
Mit dem Ansatz 

o=o+it (46) 


kommt man auf Grund von (42), auf die folgenden Ausdriicke: 
Oe ee) at os hoe 4 1 - Va (47) 


Mit Goj 2 o sind auch die Werte e~?° und e~* (o > 0) bestimmt; zur eindeutigen Festlegung von t 
bedient man sich am besten der Beziehung cos t= (1 —)/Coj o, wahrend sin t > 0 angenommen 
werden darf, Fir k=! lautet nun die Lésung 


mp =(C, cos kt + Cy sin kt)e*°. 48 
1 2 (48) 


Die Konstanten C,, C, dieses Ausdruckes wollen wir unter der Annahme bestimmen, daB der 
Tragerrost in Abb. 4 sich auch links vom Haupttrager | ins Unendliche erstreckt und mit Aus- 
nahme dieses Tragers nirgends belastet ist. Der Trager 1 liegt nun in einer Symmetrieebene, 
und in Ubereinstimmung mit (17) besteht somit die Beziehung . 


‘ I 
niwy, = pyl + 2(m,—m,) Bie (49) 


Die Dreimomentengleichung (19), erst fir k=1, dann fir k=2 angeschrieben, liefert 
6 y’b 
ji (¥1 Ya) =2 my + mg , 


6w’b : 
SK, : (¥1 -2¥2+ ¥3) =m, + 4m, + mz, 


(50) 


und wir sind nunmehr in der Lage, die drei noch fehlenden GroBen y,, C, und C, aus den Glei- 
chungen (49) bis (50) zu ermitteln, da ja die Beiwerte m,, m,, y. und y, keine weiteren Unbekann- 
ten enthalten, Das Endergebnis dieser Rechnung lautet 
. Z : Z 
C,= > opi> © OP (51) 
worin zur Abkirzung . . ; 
N = [(7 22+ 34 +5) 07374 (w2—12 w+ 9)e-5° 4-77] sin t + | 


52 
4+ (2 22 —6 x— 8) e474 (x — 4)ie—©°| sin 27+ (2 4+ 3)e5% sin 37, j 7) 


Z, = (3% —1)e-* sin t+ (5+ 3) e-?7 sin 27+ (x — 3) e728? sin 37+ e7*? sin 47 (53) 


und schlieBlich x= 4 w=n4/6~% gesetzt ist. Der Ausdruck fir Z, ergibt sich nun aus (53), indem 
das sinus tberall durch cosinus ersetzt wird. Fir den belasteten Haupttrager gelten ab- 
schlieBend die Momenten- und Verschiebungsbeiwerte 


; : ; b 
Mm, = [(5 “+ 3)e—*% sin t+ (x—3) e732 sin 27+ e-4? sin 3 7] a (54) 
und pee i Feo ae re 
J ter ; 10 
¢ ut ¥1 =(1—A) int EJ (55) 


mit der weiteren Bezeichnung | 
A ae [(8 2 + 2) e-34 sin t+ (x%—3) (e*? sin 2 t —e~*’ sin tr) + e~ 5" sin 3 r—e~°* sin 2 t]. (56) 


ie Sonderfalle einer Eimzellast P in x=§& gilt fur p, der friihere Ausdruck (33). Die eigentlichen 
Biegungsmomente und Durchbiegungen sind wieder mach den Grundformeln (23) bis (25) zu 
berechnen. | : i : 

"Wir nehmen nun eine symmetrisch zur Tragermitte verteilte Belastung an. Beschranken 
wir uns. in erster Naherung auf das Reihenglied n=1 allein, so kann die vorhin eingefihrte 
GréBe 4 (fir n=1) als ein passendes Maf fiir das lastverteilende Vermogen des Tragerrostes 
OS Reo 


\ 


> 


; a } 3 : POR ae 
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haltnis der vom belasteten Haupttrager ibernommenen 


lich. 


berechnen. 


LOgyy 


— 


Zz 
p a 
700 


2 =] 0 dung von Eigenfunktionen legt es nahe, die in den Ab-— 


V0 
Abb. 5. Kennzahl / fiir die lastverteilende Wirkung 


eines Tragerrostes mit vielen Haupttragern abhingig 
vom Steifigkeitswert «. 


[oe 

» 1/7100 7 10 
dehnen. ; 

Wir beschranken uns auf den Fall der auf Seite 394 


behandelten Briicke mit 4 Haupttragern. Es sei y, die 


schwingende Masse eines Haupttragers (k) eimschlieBlich der anfallenden Teile der Fahrbahn — 
je Langeneinheit des Tragers. Ist weiter wn die zur Eigenfunktion sin nzx/l gehérige Kreis- | 
frequenz der Schwingung, so brauchen wir, da zeitlich veranderliche auBere Krafte fehlen, nur | 


Tragheitskrafte vom Betrag ; 
\ - (ee) 

9 tot . MUX 

Py(x,t) = yx >, Yen 2 € °n* sin ange 


i 


gu bericksichtigen. Gilt die Masse y, fiir die Haupttrager 1 und 4, die Masse y fir die Haupt- | 


trager 2 und 3, so sind die Lastbeiwerte aller dieser Trager (Abb. 2), von der Zeitfunktion e! ®n' 


abgesehen, die folgenden: p,,=Y,0n Yin» Pon=YOnYon> Psn=YOnY3n UDA Pan=VyOn Van Wir | 


kénnten jetzt je zwei Gleichungen von der Form (17), (18) und (19) anschreiben und hieraus 
unsere 4 Unbekannten y,(k=1, 2, 3, 4), sowie die 2 Unbekannten m,(k=2, 3) fir jedes 
n=1, 2,3... ermitteln. Angesichts der Symmetrie des Tragwerkes ist es jedoch viel bequemer, 
6 neue, in folgender Weise erklarte Beiwerte einzufihren : 


4 


ae ee 


6. Freie Schwingungen des Trigerrostes. Die Verwen- | 


schnitten 2 und 3 entwickelte Theorie auf Schwingungs- 
probleme des zweiseitig gelagerten ‘Tragerrostes auszu- | 


angesehen werden. Ebenso ist (1A) das ungefahre Ver- : 


Last zu der Gesamtbelastung. Der Verlauf des Faktors 
A (baw. 1—A) in Abhangigkeit von dem logarithmisch | 
aufgetragenen Steifigkeitswert q% ist aus Abb. 5 ersicht- |} 


Die Lésungen (44), (45), (48) lassen sich auch ander- |} 
weitig anwenden. Ware z. B. der belastete Haupttrager |} 
(k=1) Randtrager eines unendlich erstreckten Trager- | 
rostes (k=1, 2,3,...), so hatten wir lediglich die In- | 
tegrationskonstanten C,, C, dieser Lésungen neu zu | 


: es Ma Ya a YetYs = 2a 3 

7 z 2 : a 2 ; 2, 5 2 : on ; | : 
Myg+-™Ms, = M,—™ms ( ; ) 
Le eS . 4 bb = ay Bay lt 


‘ 


Die Zeiger n sind-sowohl’in diesen als auch in den nachfolgenden Formeln unterdrickt. Das 


(hier nicht ausgeschriebene) System von 6 Gleichungen mit alten Unbekannten zerspaltet sich 


nach Einfihrung der neuen Unbekannten in die folgenden zwei Gruppen: 


; me 2 oe 
Moamanlom+s- | myi=nlotm+, 2 
nye =ylorny— >» nt —ylo*A,— — eS yi (58) 

6 y/ble—m) = 51k, | 2p" b(3 H2—t) =) a: : 


Eliminiert man aus (58) uw bzw. 4, so kommt man auf die nachStehendeus nur noch die Ver- | 


schiebungsgréBen n enthaltenden Gleichungen: ; 
4 i 6 -y al 7 oP Pe NE es oe Z 
(vito? —nty—Fy')m+ ey m=0, | (yylo®—nsy,—2y')qi+6y'm=0, ) 


6: 5 ty pa ENC 7 vas She a 59) | 
Sigh m+ (ylo®—niy— Sy’) m =0, 6y'm + (ylo*?—nty—18 y') 7, =0. Ore 


_ Sollen die Werte 7 nicht alle zugleich verschwinden, so muB die Nennerdeterminante jeder 


der beiden Gleichungsgruppen (59) Null sein, wodurch zwei separate F requenzgleichungen Zu- 


aa a kommen. Die Wurzeln @}, w2 der zu 7, n. gehorigen ‘Frequenzgleichung beziehen sich — 
= eine zur Brickenachse symmetrische Schwingungsform des Tragerrostes, ebenso die zu_ | 


NX 


7 


1; 
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Ny Ne gehdrigen Wurzeln w3, w? auf eine antimetrische. 


Fur die Schwingungsamplituden, be- 
stehen auf Grund von (59) die Beziehungen 


eV +n y—ylot 
aoe mit hy ee 


At free (had 2). 
5. ¥ (60) 
OEP Rip Ade Meet OFS ig 
™ nthe J 6y" J , ) : 
Die VerschiebungsgréBen 7 lassen sich jetzt in der Form 
N=  C, cos (wt —0,)+ Cy cos (wyt—6,), ‘ust 
Ng= A, C, cos (wt —6,) +A, Cy cos (wat —6,) , | (61) 
= Cz cos (wyt—ds)+ Cy cos (wyt—6,) , res. 
No= Ag Cg cos (W3t—3) +A, Cy cos (w4t—04) F he 
darstellen, worin die acht GréBen C und 6 Integrationskonstanten sind und die Beiwerte " bar 
selbst der Reihe nach fir n=1, 2,3... gelten. Bestimmt man noch die jeweiligen Beiwerte yz Phe, 
-aus (57) und setzt sie in die Se ieipa (23) ein, so gewinnt man die vollstandigen Ausdriicke fir * 


die Deformation aller vier Haupttrager. 


_ Sind im allgemeinen Falle r Haupttrager von beliebiger Steifigkeit und mit beliebiger Massen- 
verteilung auf die einzelnen Trager vorhanden, so la8t sich nach Elimination der Gré®en m, 
ein System von r homogenen Gleichungen fiir die Unbekannten y; aufstellen. Da nun die Bei- 
werte dieser Gleichungen die GréBe wm? nur in der ersten und der nullten Potenz enthalten, so 
entsteht durch Nullsetzung der Nennerdeterminante eine Gleichung r-ten Grades, die r Wurzeln 
und ebensoviele Eigenwerte w? fir jedes n ergibt. 


Im allgemeinen sind die Schwingungsfrequenzen von der Deformation der Quertrager mit 
abhangig. Man wird also bei der Berechnung der Frequenzen nur solange zuverlassige numerische 
Ergebnisse erwarten konnen, als jede Halbwelle der zugehérigen Schwingungsform mindestens 
etwa drei lastverteilende Quertrager enthalt. Dies wird in der Regel wohl fir die Grund- 
schwingung (n='l) zutreffen, nicht aber fir’ ee a sae deren praktische Bedeutung 
meist auch eine Mara ondaete ist. 

%. Sonderfall der vier plemlion Haupittrager. Wir beziehen uns auf die Ergebnisse des vorigen 
_ Abschnittes und gehen nun auf den Fall y,=y, y,=y etwas naher ein. Das erste der beiden 
Systeme (59) liefert dann fiir den symmetrischen Schwingungstypus die Frequenzen 

nt  ntgtEJ 
- ; , y 9 Te a yl. 


+a) 


5 n4 


wo? = w? ( ee (62) 

“mit: der frakieren Bezeichnung me -y /y. Wahlt man die Wurzel @), so besteht nach (60) die 

' Beziehung 7,=72, wahrend der Wurzel w? die Beziehung m= —Ne zukommt. Man wird somit 
auf a beiden, Ausdricke 


Ny = C, cos eee +C, cos (w,t —dy) A (63) 
ee ae “Ne = C, cos (Wot —6, )—C, ‘cos (co,t —5s) 

_gefthrt. Der antimetrische- en raaieciiies wird durch iiie zweite Gruppe der Glei- 
eehungen (59) festgelegt, und die zugehorigen lange sind . 


5, : j niy mat ES ; Chas 20 a 4 d 3 
Jame ri a : seerere - yt : en of (1+ = =): I ) 


“fs 


- In Aiecen Falle ist das. Verhaltnis der Amplituden % = 3 Ng baw. Hy= ee. = N_ und die usdvacke 
_ far -die Verschiebungsbeiwerte lauten ‘ ; 
. m=3 Cy; cos (Wot —03 eC, Hey eerie ‘ if 

ie a yer A We) NG = Cs cos (cot 05) — —3 C, cos (@o¢—9s ). 
Die den “NK ceisteequenizen (62) und (64) entsprechenden Schwingungsformen sind’ in Abb. 6 
- dargestellt._ werden. die comannées des Trigerrostes von der Deformation der Quertrager 


(95) 


/ 


> 
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begleitet, so fallen auch die zugehérigen Kreis- 

_ frequenzen, wie @s und @a, héher aus als die Fre- 
quenz w, der Biegungsschwingungen eines einzelnen 
Haupttragers. 

Dem Eigenwert n=1 entspricht nach Abb. 6 eine 
Schwingungsform mit 0 bis 3 parallel zur Bricken- . 
achse verlauferiden Knotenlinien. Bei héheren Higen- 
werten n=2,3,... treten weitere Knotenlinien, die 
Parallelen zu den Quertragerachsen sind, auf. Durch 
Kombination von zwei und mehreren Schwingungs- 
formen lieBen sich aber auch polygonale Knotenlinien 
nachweisen — in naheliegender Analogie zu den Klang- 
figuren einer schwingenden Rechteckplatte. Natirlich 


symmerrisch 


oe 

g wurde diese Theorie nur bei relativ enger Quertrager- 

8 teilung der Wirklichkeit nahekommen. — 

fs 

S 8. Die durch eine wandernde Einzellast erzwunge- 
nen Schwingungen. Wir behalten die speziellen An- 
nahmen des vorigen Abschnittes, d.h. die Beziehungen 

‘Abb. 6. Grundschwingungsformen der Quertriager —_ Via und Y= Y auch weiter bei. Die auBere Be- 


cane Praperroaten: walt. fH aaperee en lastung sei nun eine Achslast 2 P mit der Eigenmasse | 
Null, die sich mit einer konstanten Geschwindigkeit vi 
in der Symmetrieebene der Briicke abrollt, so daB ein jeder der Haupttrager 2 und 3 eine — 
ay -wandernde Radlast P aufzunehmen hat (Abb. 2). Ist die Stellung der Last zur Zeit t durch 
"4 ; “§=vt gegeben, so sind die Lastfunktionen der beiden inneren Trager 


ioe} 


UB tei) = Pale) = > 


j n=1 


* sin yt : ; (66) 


nm 
1 


a worin vee 


< sein soll. Das System (21) nimmt nun in Anbetracht von po=p ,=9 und on v, 


~ die folgende Form an: 


t 


nt yye= 

1 > " 
mipy, =—ylii+ | ne | (67) 
Oy aes by’ Blyy ee | | cu ee 


Samtliche_hierin enthaltenen Beiwerte yx und m, sind Funktionen der Zeit t, Ausdriicke Vk 
- bedeuten die zweiten Ableitungen nach t und die Glieder —yl yx sind die zugehérigen Massen- 
_krifte. Eine Partikularlésung des Systems von Gleichungen (67) ist , 


nt aed ne - ' i: i . 
ist ve v? P (a? —v?) (o2—?) ‘Psin he nk fe | 
Fy t2yl (ops) Be Ee a 
Ve PPOs Sion =) Ps PP Soy ei ; le 2 | 


‘ bee 
Unter @, und qs sind hier die durch die Formeln (62) gegebenen Kreisfrequengox zu vetobuhens 


Den erzwungenen Schwingungen (68) sollen nun zwecks Erfillung der Anfangshedingungen, 
Pe des Ruhezustandes im Lertpuin kt t=0 freie Schwingungen bn || 


y 


= i" --¥, =A sin wot + Bsin ant, | petal a he agero 


HES j TS aecuca ¥2=Asin wot— Bsin wet F ee + (9) 
von der Hone (63) iberlagert. werden. Diese Zeitfunktionen genigen shades wie die F unktionen | 
(68) der Anfangsbedingung y,— Y¥o=0 bei t=0, und es bleibt nur noch iibrig, die F reiwerte Ae: 
und B so zu wahlen, daB® auch die zweite notwendige Anfangsbedingung, namlich Jie Fan 0 


bei deca hefriedigt wird. Die voll ausgeschriebene Gesamtlésung ist dann 
v ; 


Wp sin yt—p sin gt : @s sin yt—y sin 2 Ce ine i it 
| You) = —— Oe dae hae Ds woot 4 max 
% agai) a (oP) ‘t 


mehr’ ane ldsemnnes Nee sich auf. is eingeklammerten Zeiger bericht. 
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Gabe es keine lastverteilenden Quertrager, so ware «=0 anzunehmen, und man erhalt dann 
sofort wy=as und Y,=0, wahrend die Summe Y, in den bekannten Ausdruck? fiir die Durch- 
biegung eines einfachen Balkens tbergeht, der durch eine wandernde Einzellast zu Schwingungen 
angeregt wird. Ab 

Unsere weiteren Ausfihrungen beziehen sich ausschlieBlich auf den unmittelbar belasteten 
inneren Haupttrager 2. Interessant ist vor allem der Effekt derjenigen Lastgeschwindigkeit 
v, die den Nenner eines der Reihenglieder (70) zum Verschwinden bringt. Wir beschranken uns 
auf das erste und praktsisch wichtigste Summenglied n=1 und setzen darin zuerst v/l=y= dW, 
und dann zv/l=y=qs. Der Grenziibergang unter der Annahme Y=, ergibt den folgenden 
(auf das erste Summenglied beschrankten) Naherungsausdruck fiir die Durchbiegung: 


en P SIN (9 t—Wo t cos Wot | Ms SIN Wyt—wWy sinwst | sin Tb % (71) 
v1 2062 Ws (5? —@9?) I 
: - 
Setzt man hingegen y=qs, so erhalt man in ahnlicher Weise wie zuvor 
-y. ae P, sin W;t—@,t Cos Wt 1 Mo SIN Wyt—y Sin Wot Mert x 72 
a aa alee sin (72) 
y Ws Wo (Wo” — Ws") 


Den beiden vorstehenden Ausdriicken liegen die ,,kritischen‘‘. Geschwindigkeiten der Last 
V=@ol/a bzw. v= asl/m zugrunde, wahrend fir die Kreisfrequenzen die fritheren Werte (62) 
einzusetzen sind. 


Eine Nachrechnung zeigt, da der erste der beiden vorstehenden Ausdricke bei allen Steifig- 
keitsverhaltnissen die gréBeren Durchbiegungen liefert. Im Falle eines einfachen Balkens er- 
_reicht der Pfeil der sinusférmigen Biegungslinie seinen GroBtwert zu dem Zeitpunkt t= /7=I/v, 
_wo die Einzellast gerade die Briicke verlaBt. Der Ausdruck (71) ergibt den gréBten Biegungspfeil, 
wenn t zwischen etwa t=0,9 I/v und I/v liegt» Speziell mit t=1/v kommt man zu dem Biegungs- 
_ pfeil ; ache 


Phd IY ies Ssinzu 

ja~ PaaS 24 ou ). i) 

-worin u2=1-+12 «/5 sein soll. Nun ist der Biegungspfei 

-angenommenen statischen Achslast 2 P gemaB (31) 

;, any ; _ 2 Pf? wl 

= Bay Je emt ate / b Nae 
coe Sf ’ { 2 

Der Naherungswert fir den’,,dynamischen Faktor“ des mittleren Haupttragers im an- 


| genommenen Belastungsfall 


l eines mittleren Haupttragers unter der 
(74) 


X 


ist in Abb. 7 in Abhangigkeit von 
‘a=mJ,l3/x4Jb? aufgetragen. Die ~ 
Formel (73) konnte dabei nur in 
den Bereichen % <0,3 und, « > 2 
_hbenutzt werden, da'sie im tibrigen 
etwas zu kleine g,- Werte ergibt. 
Bei «=0 wird g,=2/2, welcher 
Wert dem dynamischen Verhalten 
eines einfachen Balkens entspricht.  _ 
Man sieht, da B die Pr Kurve unter, re ‘Abb. 7. Dynamischer Faktor Pp, eines mittleren iauptixigets Abhangigkeit ' 
Bier. hetreffenden Waagerechten (0°24 amy Steifigkeitawert. a. Bey 

',— 7/2 liegt. Zumindestens also faa naa 
‘unter der Voraussetzung, die unserem Beispiel zugrunde liegen, werden die ‘dynamisehen 
Eigenschaften’ der Balkentrager durch den Einbau von lastverteilenden Quertragern wesent- 
ich verbessert. SS Pho Aenea a tog cha ‘ 


oe 03) 


-~ Par den -_dynamischen Faktor der Quertra ger erweist sich die Lastgeschwindigkeit 
v=o! als -maBgebend. Beniitzt man die letzte der Gleichungen (67) im Zusammenhang mit 


“1 S. Timoshenko, Z. Math, Phys. 59 (1911) S. 163; siehe auch Handbuch der Physik, Bd. 6, S. 373. 
ee ae MN I" AOL abe | 26, 
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(71) und (72), so erhalt man fiir das Quertragermoment am mittleren Haupttrager unter be- 
weglicher Last und im Zeitpunkt t=1/v den Wert 


62% Pab TX 
a i 5 76 
Ma & nae 7 sin (76) 
ee ene Das Moment unter der statischen Last ergibt sich auf Grund von (32) z 
12a Pab ana 
~ - i ; hay 
Ms Sor a ena pa ae ; (77) 


Man erhalt somit fiir den Quertrager y,= Ma/Ms= 2/2, unabhangig vom Steifigkeitsverhaltnis Ole 


9. Zusammenfassung. Die lastverteilenden Quertrager des Tragerrostes, deren Anzahl nicht 
allzu gering sein darf, werden zunichst durch eine gedachte drillungsfreie Platte von der gleichen 
Gesamtsteifigkeit auf Biegung, wie die aller Quertrager zusammengenommen, ersetzt. Die 

') Dur ScilnB hice und Belastungen der Haupttrager sowie die Stiitzenmomente der Platte lassen 
sich dann durch Summen her Eigenfunktionen darstellen, die den Schwingungsformen des 

. vorliegenden Haupttragersystems entsprechen. Fir Entwicklungsbeiwerte, die die Einsenkungen 

und die Plattenmomente in der Ebene einzelner Haupttrager charakterisieren, bestehen dann 
Clapeyronsche Differenzengleichungen mit der Ordnungsnummer der Haupttrager als der un- 
’ abhangigen Variablen. Bei statischen Aufgaben sind diese Gleichungen inhomogen und liefern 
nach ihrer Auflésung samtliche DeformationsgréBen und Schnittkrafte des Tragerrostes. Ebenso 

Be fihren Eigenschwingungsprobleme auf homogene Differenzengleichungen, und die Frequenzen 

. werden hier durch Nullsetzen der zum Gleichungssystem gehérigen Nennerdeterminante go> g 
wonnen. : 

7 Da das Verfahren einerseits durch die Bevorzugung der einen Tragerrichtung gegen die | 
andere, andererseits durch die Einfihrung von Eigenfunktionen gekennzeichnet ist, eignet es | 
sich in erster Linie zur Berechnung von Briickentragwerken mit lastverteilender Fahrbahn unter — 
statischer oder auch beweglicher Belasiwan In der vorliegenden Arbeit kam es auch mehr darauf 
an, die praktische Brauchbarkeit der Methode in Anwendung auf verschiedene Einzelprobleme 

“zu erproben, als diese Probleme selbst eingehend oder gar erschépfend zu behandeln. Nach ent- 
sprechender Erganzung lieBe sich das Verfahren wahrscheinlich auch auf kompliziertere Pro- 
bleme, so z. B. auf das Problem eines Tragerrostes. mit drillungssteifen Tragern anwenden. — 


/ ae = a % 


(Eingegangen am 22. November 1948.) botnet k ay) | 
Anschrift des Veriadese: Dr.-Ing. Sergius TY peateiehy Fegan they Frankfurt aM. Baseler Platz 6. 
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